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*
 

В теории автоматического управления актуальной проблемой является разработка 

методов синтеза неаффинных по управлению систем. В таких системах управление воз-

действует на вход объекта нелинейно, поэтому оно влияет на переменные состояния не 

аддитивно. Целью данной статьи является разработка метода синтеза, который обеспе-

чивает устойчивость нулевого положения равновесия замкнутой неаффинной системы 

управления в некоторой области. Рассматриваются объекты, описываемые нелинейными 

системами дифференциальных уравнений, с одним управлением и одним выходом. Введено 

ограничение, заключающееся в дифференцируемости правых частей дифференциальных 

уравнений по всем переменным состояния. Поставлена задача синтеза управления в виде 

функции задающего воздействия, вектора переменных состояния и значений управления в 

предыдущие моменты времени. Данная задача решается с использованием квазилинейной 

модели объекта управления. Как известно, такая модель позволяет сохранить все особен-

ности нелинейных уравнений объектов без их упрощения. В квазилинейном представлении 

матрицы и векторы являются функциями переменных состояния объекта управления. 

Управление находится с применением алгебраического полиномиально-матричного метода. 

Данный метод позволяет найти управление при выполнении условия управляемости объек-

та в виде неравенства. В данной статье приводятся расчетные соотношения для вычис-

ления управления в соответствии с полиномиально-матричным методом. На основе задан-

ных коэффициентов желаемого полинома в результате решения алгебраической системы 

уравнений находятся коэффициенты управления, являющиеся функцией управления и пере-

менных состояния. При этом выполнение условия управляемости гарантирует существо-

вание решения указанной алгебраической системы. Найдено выражение, позволяющее вы-

числить управление по найденным коэффициентам. В статье также найдено условие воз-

можности обеспечения ненулевого значения выходной управляемой величины нелинейной 

гурвицевой системы в установившемся режиме. При этом условии может быть обеспече-

но и нулевое значение статической ошибки по задающему воздействию. Далее предлагает-

ся преобразование полученного непрерывного управления в дискретное, которое реализует-

ся в цифровом вычислителе. В статье также приводится численный пример синтеза сис-

темы управления неаффинным объектом второго порядка, а также результаты модели-

рования замкнутой системы. Приведенный пример подтверждает полученные теоретиче-

ские результаты. Таким образом, предложенный подход позволяет синтезировать устой-

чивые гурвицевые системы управления неаффинными объектами с применением алгебраи-

ческого полиномиально-матричного метода при достаточно малых периодах дискретиза-

ции переменных объекта управления и малых модулях корней характеристического поли-

нома матрицы замкнутой системы в её квазилинейной модели. 

Нелинейная система; неаффинный по управлению объект; квазилинейная модель; по-

линомиально-матричный метод; условие управляемости; статическая ошибка. 
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DESIGN OF HYBRID CONTROL SYSTEM FOR NONAFFINE OBJECTS 

In the theory of automatic control, an urgent problem is the development of design methods by 

nonaffine control systems. In such systems, the control affects the input of the plant nonlinearly, so it 

affects the state variables non-additively. The purpose of this article is to develop a design method that 

ensures the stability of the zero equilibrium position of a closed control system in a certain area.  

The object described by a nonlinear system of differential equations with one control is considered.  

A restriction is introduced, consisting in the differentiability of the right part of the differential equations 

for all state variables. The task of designing control in the form of a function of the reference signal, a 

vector of state variables and control values at previous points in time is set. This problem is solved using 

a quasilinear model of the control plant. This model of description allows you to preserve all the fea-

tures of a nonlinear plant without simplifying them. In the quasilinear model, matrices and vectors are 

functions of the variables of the state of the control plant. The control is performed using an algebraic 

polynomial matrix method. This method allows you to find control when the control condition of the 

plant are met in the form of inequalities. This article presents the expressions for calculating the control 

according to the polynomial matrix method. Based on the given coefficients of the desired polynomial, 

as a result of solving an algebraic system of equations, coefficients are found that are a function of con-

trol and state variables. At the same time, the fulfillment of the controllability condition guarantees the 

existence of a solution of the specified algebraic system. An expression has been found that allows cal-

culating the control by the coefficients found. The article also finds a condition for the possibility of 

providing a non-zero value of the output controlled quantity of a nonlinear Hurwitz system in a steady-

state mode. Under this condition, a zero value of the static error for the setting effect can also be provid-

ed. Further, the transformation of the obtained continuous control into a discrete one is proposed, which 

is implemented in a digital computer. The article also provides a numerical example of the control de-

sign of a second-order nonlinear control and the results of modeling a closed nonaffine system.  

The given example confirms the theoretical results obtained. Thus, the proposed approach makes it possi-

ble to design stable Hurwitz control systems for nonaffine objects using the algebraic polynomial matrix 

method with sufficiently small sampling periods of variables of the control object and small modules of the 

roots of the characteristic polynomial of the matrix of a closed system in its quasilinear model. 

Nonlinear system; nonaffine control plant; quasilinear model; polynomial matrix method; 

controllability condition; static error. 

Введение. Нелинейные объекты управления характеризуются большим разно-

образием нелинейных характеристик, в частности, это приводит к одной из трудных 

задач теории управления – синтезу систем управления неаффинными по управлению 

объектами [1–4]. В уравнения таких объектов управление входит нелинейно, причем 

влияние управляющего воздействия на производные переменных состояния объекта 

не является аддитивным. К таким объектам относятся подводные аппараты, надвод-

ные суда, летательные аппараты, мобильные роботы и др. [2, 4, 5].  

Для синтеза систем управления неаффинными объектами используются раз-

личные подходы. Чаще всего применяются блочный подход с использованием 

разрывных управлений [2], системы со скользящими режимами [3], принцип мак-

симума, приводящий к программному кусочно-постоянному или же к оптималь-

ному по быстродействию управлению [6, 7]. 
В работе [2] рассматривается проблема синтеза управления неаффинными объ-

ектами в условиях неопределенности описывающих их математических моделей. От-
мечается, что решение указанной задачи методами структурного синтеза [8] или бэкс-
теппинга [9] приводит к сложным выражениям для получаемых управлений. В этой 
связи в работе [2] предлагается метод, основанный на скользящих режимах [10–12] и 
позволяющий получить управление более простой структуры. В статье [12] получены 
расчетные выражения для управления, вычисляемого по выходу, и показана ограни-
ченность ошибки и переменных состояния. Существенным недостатком систем с пе-
ременной структурой является необходимость высокочастотных переключений при-
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водов в режимах насыщения. Такие режимы требуют применения специальных при-
водов и могут быть трудны в реализации, т.к. частота переключения в таких системах 
ограничена инерционными свойствами приводов. 

В работах [6, 7] предлагается метод управления объектами с блочной струк-
турой [11], для которых на основе принципа максимума [13, 14] получено кусочно-
постоянное управление, которое затем аппроксимируется близкой к нему непре-
рывной функцией. Это позволяет сохранить робастность системы и не использо-
вать скользящие режимы. В работах [6, 7] также получены условия управляемости 
и устойчивости в виде неравенств, соответствующих [15]. Однако в работах [6, 7] 
не исследуется вопрос влияния аппроксимации функции «сигнум» непрерывной 
функцией на степень оптимальности получаемой системы. Управление получено в 
непрерывном виде и его реализация в цифровой форме не рассмотрена. 

В данной работе для решения проблемы синтеза систем управления неаф-
финными объектами предлагается применить алгебраический полиномиально-
матричный (АПМ) метод синтеза на основе квазилинейных моделей [16]. Эти мо-
дели легко строятся аналитическим или численным методом [17], если нелинейно-
сти объекта являются дифференцируемыми, и позволяют найти управление, обес-
печивающее устойчивость, требуемое быстродействие и другие показатели каче-
ства процесса управления. Ниже будет показано, что это управление легко реали-
зуется при использовании цифровых средств автоматизации, практически, без по-
тери точности и качества нелинейной системы управления. В результате образует-
ся гибридная система управления, включающая непрерывный неаффинный объект 
управления и дискретное устройство управления. 

I. Постановка задачи. Пусть нелинейный неаффинный объект с одним 
управлением и одной управляемой переменной описывается дифференциальным 
уравнением вида: 

( , , ), ( )x x u f y x    ,                                          (1) 

где 1 2[ ]nx x x x  – n-вектор переменных состояния; ( , , )x u f  – нелинейная  

n-вектор-функция, дифференцируемая по всем переменным xi, 1,i n , а также по u 

и f , причем ( ,0,0) 0; 0  u – управление;  f – внешнее возмущение; у – управляемая 

переменная; ( )x – скалярная функция, также дифференцируемая по всем перемен-

ным xi; вектор состояния х предполагается измеряемым; 0 – нулевой n-вектор. 

Задача заключается в определении управления, как функции задающего воз-
действия g = g(t), вектора состояния х и возможно управления. Это управление 
должно обеспечивать устойчивость системы; нулевое значение статической ошиб-

ки ( ) ( ) ( )t g t y t    при t  . Длительность переходного процесса tпп по за-

дающему воздействию g(t) = g01(t) при нулевых начальных условиях должна быть 

не более заданного значения ппt . Здесь g0 такое значение, при котором модуль 

управления u = u(x) не превышает допустимых значений.  
Отметим, что поскольку объект управления нелинейный, то возможность 

обеспечения устойчивости положения х = 0 системы управления в целом или в 
некоторой области её пространства состояний, заранее указать невозможно, так 
как это существенно зависит от свойств нелинейностей из уравнения (1) каждого 
конкретного объекта [16, 17]. 

II. Решение задачи. Так как вектор-функция ( , , )x u f  является дифферен-

цируемой, причем ( ,0,0) 0, 0 то уравнения (1) можно представить следующей 

квазилинейной моделью: 

( ) ( , ) ( , , )fx A x x b x u u b x u f f   ,    ( )Ty c x x ,                        (2) 

где 



Раздел II. Системы управления и моделирования 

 113 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

n

n

n n nn

a x a x a x

a x a x a x
A x

a x a x a x

 
 
 
 
 
 

, 

1

2

( , )

( , )
( , )

( , )n

b x u

b x u
b x u

b x u

 
 
 
 
 
 

, 

1

2

( , , )

( , , )
( , , )

( , , )

f

f

f

nf

b x u f

b x u f
b x u f

b x u f

 
 
 
 
 
  

, 

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]T
nc x c x c x c x .                                        (3) 

Функциональные коэффициенты в (2) и (3) при получении их аналитическим 

методом [17, 18] определяются выражениями: 

1

1 10
( ) ( , , , , ;0,0)ij ij j j n ja x x x x d 

    0 ,  
1

0
( , ) ( ; ,0)i iub x u x u d    , 

1

0
( , , ) ( ; , )if ifb x u f x u f d    ,  

1

1 10
( ) ( , , , , )j j j j n jc x x x x d 

    0 ,           (4) 

где ( ; , ) ( ; , ) /ij ijx u f x u f x    ; ( ; , ) ( ; , ) /iu ix u f x u f u    ; ( ; , ) ( ; , ) /if ix u f x u f f    ;   

( ) ( ) /j jx x x    ;  n j0 – последовательность 0, …, 0, содержащая n – j нулей. 

Подчеркнём, что квазилинейная модель (2) – (4) описывает нелинейный объ-

ект (1) совершенно точно, т.е. с сохранением всех его нелинейных особенностей. 

Выражения для определения коэффициентов из выражений (2) и (3) численным ме-

тодом можно найти в [17]; однако в этом случае модель (2) – (3) становится дис-

кретно-непрерывной и описывает нелинейный объект (1) приближённо. В выраже-

ниях (2) – (3) неаффинность по управлению рассматриваемого объекта (1) проявля-

ется в том, что вектор входа b(x,u) зависит от управления u. 

Как видно, уравнения (2) по форме аналогичны уравнениям одномерных ли-

нейных объектов управления [19] за исключением того, что матрица и векторы в 

этих уравнениях являются нелинейными функциями переменных объекта, именно 

поэтому они были названы квазилинейной моделью [20, 21]. 

Отметим, что при ( ) 0f f t   и 2 2( ; ) / 0iu x u u     вектор b(x), как и мат-

рица А(х), зависят только от вектора состояния. Такие модели (2) в западной лите-

ратуре называются «state-dependent coefficient (SDC)» [22, 23], при этом метод по-

строения матрицы А(х) и вектора b(x) в этих работах, как правило, не освещается.  

Как и в линейном случае, задача синтеза здесь имеет решение, если квазили-

нейная модель (2) удовлетворяет условию управляемости, которое имеет вид 

1det ( , ) 0U x u    ,  Ux ,  uu I ,                                  (5) 

где 1 0   – некоторое, не слишком малое число; U – некоторая область про-

странства состояний Rn , включающая точку x  0 , и в которой выполняется ус-

ловие (5); uI – интервал допустимых значений управления u; функциональная мат-

рица управляемости ( , )U x u  определяется выражением 

1( , ) [ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )]nU x u b x u A x b x u A x b x u .                        (6) 

Синтез системы управления неаффинным объектом (1) на основе квазили-

нейной модели (2) – (4) при выполнении условия (5) удобно осуществить алгеб-

раическим полиномиально-матричным (АПМ) методом [16], при котором закон 

управления ищется в виде  

0 0 1 1 2 2( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ]T
n nu u x h g h x x h g h x x h x x h x x        ,          (7) 

т.е. в виде управления по воздействию и состоянию [24]. 
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Для вывода расчетных соотношений в данном случае, подставим управление 
(7) в первое уравнение (2) с учетом второго уравнения (2) и приведем подобные 
члены; в результате получим 

0( ) ( , ) ( , , )fx D x x b x u h g b x u f f   ,  ( )Ty c x x ,                      (8) 

где 

( ) ( ) ( , ) ( )TD x A x b x u h x  .                                             (9) 

Характеристический полином D(p,x) = det[pE – D(x)] матрицы D(x) (9) по 
формуле (П.25) из [25, с. 233] можно представить в виде  

1
( , ) ( , ) ( ) ( , , )

n

i ii
D p x A p x h x V p x u


  ,   ( , ) det[ ( )]A p x pE A x  ,          (10) 

где 

  1

0
( , , ) e adj[ ( )] ( , ) ( , )

n j
i i ijj

V p x u pE A x b x u v x u p



   ,   1,i n ,           (11) 

ie  – i-я строка единичной n n -матрицы E. Зависимость коэффициентов ( , )ijv x u  

полиномов (11) от управления u также является следствием неаффинности по 
управлению объекта (1).  

Замечание. Матрица D(x) (9) входит в уравнение квазилинейной модели (8) 
замкнутой системы (1), (7), но для краткости будем называть её системной матрицей. 

В соответствии с методом АПМ функциональный полином ( , )D p x  в первом 

выражении (10) заменяется гурвицевым полиномом D
*
(p), который имеет посто-

янные, вещественные и различные корни j
 , т.е. 

1
1 1 01

( ) ( )
n n n

j nj
D p p p p p     


          ,                    (12) 

где 2 30; , , , 1,j j l j l j l n            , 2 30, 0     [18, 20]. 

Выполнив в равенстве (10) указанную замену и перенеся полином A(p,x) в его  
левую часть, получим полиномиальное уравнение относительно коэффициентов 

( )ih x  из выражения (7): 

1
( ) ( , , ) ( , )

n

i ii
h x V p x u R p x


 ,                                       (13) 

где 
1

0
( , ) ( ) ( , ) ( )

n j
jj

R p x D p A p x x p



    .                            (14) 

Решение полиномиального уравнения (13) целесообразно получить путем пере-
хода к эквивалентной ему системы алгебраических уравнений [16, 20], которая в дан-
ном случае имеет вид 

1,0 2,0 ,0 1 0

1,1 2,1 ,1 2 1

1, 1 2, 1 , 1 1

n

n

n n n n n n

v v v h

v v v h

v v v h   

     
     

      
     
     

      

.                            (15) 

Отметим, что многие коэффициенты в системе (15) в данном случае являются 
функциями вектора х и управления u, но для краткости записи аргументы этих ко-
эффициентов в (15) опущены. Подчеркнём также, что существование решения 
системы (15) гарантируется выполнением условия управляемости (5). 

Решение системы (15) определяет вектор коэффициентов из (7): 

1 2( , ) [ ( , ) ( , ) ( , )]nh x u h x u h x u h x u ,                               (16) 
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которые в случае неаффинного объекта могут быть функциями не только вектора 

х, но и управления u. Поэтому системная матрица также может зависеть от управ-

ления, т.е. в общем случае она имеет вид D(p,x,u). Тем не менее, её характеристиче-

ский полином D(p,x,u) равен полиному D
*
(p) (12), т.е. корни полинома D(p,x,u) явля-

ются постоянными, различными, вещественными и отрицательными. Поэтому из тео-

ремы, доказанной в [21], следует, что существует некоторая окрестность 0 u   по-

ложения равновесия системы (8) в которой выполняется условие 

0 0 0lim ( , ) 0, ; u
t

x t x x x


    .                                (17) 

Здесь 0( , )x t x  – решение свободной системы (8), т.е. при ( ) ( ) 0g t f t  ; 0x – век-

тор начальных условий этого решения.  

Из условия (17) и уравнения (8) следует, что в установившемся режиме при 

( ) 0f t   и 0( ) 1( )g t g t  имеет место равенство 

0 0( , ) ( , )g gD x u x b x u h g 0 .                                     (18) 

Отсюда, с учетом второго равенства (8) и определением отклонения системы 

,g y   выводим следующие выражения: 

1
0 0( , ) ( , )g gx D x u b x u h g  ,      1

0 0( ) ( , ) ( , )T
g gy c x D x u b x u h g  , 

1
0 01 ( ) ( , ) ( , )T

g gc x D x u b x u h g    
.                           (19) 

В равенствах (18), (19) , ,x y   – это установившиеся значения соответствую-

щих переменных. Из (19) следует, что установившееся значение управляемой пере-

менной нелинейной системы (8) может иметь не нулевое значение, и её ошибка   

может быть обеспечена равной нулю, если только выполняется следующее  условие:   

1( ) ( ) ( , ) 0Tc x D x b x u  .                                          (20) 

При выполнении условия (20) для обеспечения нулевого значения статической 

ошибки по задающему воздействию g(t) = g01(t), коэффициент 0h  из выражения 

(7) должен быть равен 

1
0 0( , ) 1/ ( ) ( , ) ( , )Th h x u c x D x u b x u   .                           (21) 

Выполнение условия 0   при определении коэффициента 0 ( , )h x u  равен-

ством (21) обусловлено, прежде всего тем, что при всех х и u матрица ( , )D x u  (9) 

имеет обратную, а во вторых, в силу условия (16) в установившемся режиме 

( )x t x , а ( )u t u , соответственно.  

Условие (20) и равенство (21) можно упростить, если учесть, что 
1( , ) [adj ( ,u)] / det ( , )D x u D x D x u  . При синтезе нелинейных гурвицевых систем мето-

дом АПМ при всех значениях вектора x = x(t) и управления u(t) выполняется условие 

D(p,x,u) = det[pE – D(x,u)] = D
*
(p). Следовательно, с учетом равенства (12) и свойств оп-

ределителя имеет место равенство 0 0det ( , ) ( , , ) ( 1)n
pD x u D p x u 
    . Поэтому знаме-

натель в равенстве (21) можно представить в виде 0( 1) ( )[adj ( , )] ( , ) /n Tc x D x u b x u   .  

С другой стороны, по (9)       ( ) ( , ) ( , )TA x b x u h x u  , поэтому в соответствии с вы-

ражением (П.26) из [25, с. 233] 
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[adj ( , )] ( , ) {adj[ ( ) ( , ) ( , )]} ( , ) [adj ( )] ( , )TD x u b x u A x b x u h x u b x u A x b x u   .    (22) 

Здесь adj обозначает сопряженную матрицу [26]. 

Из изложенного и соотношений (21), (22) следует, что равенство 0   при

0( ) 1( )g t g t  может быть обеспечено, если только: 

1
0 0( , ) ( 1) / ( , )nh x u x u     ,  ( , ) 0, ;x ux u x u I    ,                (23) 

где  

( , ) ( )[adj ( )] ( , )Tx u c x A x b x u  .                                      (24) 

В случае линейных объектов, описываемых системой уравнений 

; Tx Ax bu y c x   , величина 1
об( 1) detn K A   , где обK – коэффициент передачи 

канала u y . Очевидно в нелинейном случае ( , )x u  имеет тот же смысл, но в этом 

случае она являются нелинейной функцией.  

Полагая условие ( , ) 0x u   выполненным и подставляя полученные коэффи-

циенты (16) и (23) в выражение (7) получим непрерывное управление  

1
0( 1)

( , )
( , )

n
Tu g h x u x

x u

  
 


,   ( , ) 0, ;x ux u x u I    .             (25) 

Как непрерывное управление (25), естественно, является физически нереали-

зуемым. Однако, если в левой части этого выражения управление ( ( ))u u x t  заме-  

нить управлением , 1, 2, 3, ...ku k  , то при достаточном малом Т, практически без 

потери качества, вектор ( )x t  и управление ( )u x  в правых частях приведенных 

выше выражений можно заменить на kx  и 1ku  , соответственно, полагая 

0 (0) 0u u  . В частности, выражение (25) при этом будет иметь вид:  

1
0

1 1

1

( 1)
( , )

( , )

n
T

k k k k k

k k

u g h x u x
x u

 

 



 
 


,   1 1( , ) 0, ;k k k x k ux u x u I     .     (26) 

где в соответствии с (24) 

1 1( , ) ( )[adj ( )] ( , )T
k k k k k kx u c x A x b x u   ,   k = 1, 2, 3, ….                 (27) 

Дискретное управление, определяемое выражениями (26), (27), очевидно, яв-

ляется физически реализуемым некоторым цифровым устройством управления. 

При этом результирующая нелинейная система управления (1), (26), (27), практи-

чески, является непрерывной, так как обычно требуется довольно малые значения 

периода дискретизации Т, характерные для решений нежестких дифференциаль-

ных уравнений на ЦВМ стандартными программами. 

Из приведенных выражений следует, что основной особенностью синтезиро-

ванных АПМ методом на основе предложенного здесь подхода неаффинных сис-

тем (8) является постоянство коэффициентов гурвицевого характеристического 

полинома ( , , )D p x u  системной матрицы ( , )D x u  (9). Как отмечалось выше, для 

устойчивости положения равновесия таких нелинейных систем при 0( , ) ux t x  , 

uu I , 0 0 Rn
ux     достаточно, чтобы все корни указанного гурвицевого 

полинома били вещественными и различными. 

Покажем эффективность предложенного подхода на численном примере. 
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III. Пример синтеза управления и результаты моделирования. Синтези-

ровать систему управления направлением движения (курсом) надводного аппара-

та, движущегося с постоянной продольной скоростью. Для изменения курса аппа-

рата используется гидродинамический рулевой элемент [2]. Процесс управления 

направлением движения аппарата описывается уравнениями 

3 3
1 2 2 1 2, , 0,5x x x u u y x x     ,                               (28) 

где x1, x2 – переменные состояния, u – управление, y – управляемая переменная 

(курс аппарата). При этом, если g = g01(t), то должно выполняться условие 

0 0g y    , а длительность переходных процессов при изменении курса не 

должна превышать 2 с. 

Решение. Данный объект является неаффинным, так как управление входит в 

его уравнения нелинейным образом, поэтому воспользуемся предложенным мето-

дом. Прежде всего, находится квазилинейная модель (2), (3) объекта (28): 

2

00 1

0 0 1
x x u

u

  
    

   
,   

2
2[1 0,5 ]y x x ,                       (29) 

где 1 2[ ]Tx x x  и проверяется управляемость системы (29) по условиям (5), (6): 

2
2 2

2

0 1
det =det (1 )

1 0

u
U u

u

 
   

  

. 

Отсюда следует, что условие управляемости (5), очевидно, выполняется во всем 

пространстве Rn , т.е. область 2RU  . Отсюда следует, что синтезируемая нелиней-

ная система будет иметь одно положение равновесия х = 0, т.е. вместо слов «положе-

ние равновесия системы устойчиво или неустойчиво» можно говорить просто «систе-

ма устойчива или неустойчива». По (10), (11) и (29) определяются полиномы   

21
( ) det

0

p
A p p

p

 
  

 
, 

2

2 2

01 1
[adj( )] ( )

0 1 (1 )

p u
pE A b u

p u u p

    
      

       
, 

2
2

1 2

1
( ) [1 0] 1

(1 )

u
V u u

u p

 
   

  
,  

2
2

2 2

1
( ) [0 1] (1 )

(1 )

u
V u u p

u p

 
   

  

,    (30) 

и величина: 

2 2
2 2

00 1
( , ) ( )[adj ( )] ( , ) [1 0,5 ] (1 )

0 0 1

Tx u c x A x b x u x u
u

  
       

   
.  (31) 

Как видно, величина ( , ) 0x u   при всех х и u. Следовательно, задача син-

теза имеет решение. В данном случае n = 2, поэтому в соответствии с (7) непре-

рывное управление имеет вид 

0 1 1 2 2( ) [ ]u x h g h x h x   .                                         (32) 
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Для определения его коэффициентов, формируется гурвицев полином второ-

го порядка * 2
1 0( )D p p p    , корни которого удовлетворяют условиям (12), и по 

(14) находится разность 2 2
1 0 1 0( )R p p p p p       . По коэффициентам по-

линомов (30) и R(p) формируется система (15): 

*2
1 0

*2
2 1

1 0

0 1

hu

hu

     
     

        

. 

Решение этой системы приводит к выражениям: 2
1 0( ) / (1 )h u u   , 

2
2 1( ) / (1 )h u u   . По выражению (23) определяется коэффициент 

2
0 0( , ) / (1 )h x u u   , что позволяет по (32) записать непрерывное управление 

2
0 0 1 1 2( ) ( ) / (1 )u x g x x u       . Это выражение с учетом определения g y    

и второго равенства (28) 
3

1 20,5y x x   можно представить следующим образом: 

2 2
0 0 2 1 2( , ) [ (0,5 ) ] / (1 )u x u x x u        . 

При этом реализуемое дискретное управление описывается выражением: 

2 2
0 0 2, 1 2, 1[ (0,5 ) ] / (1 )k k k k ku x x u  

       ,   k = 0, 1,2, …               (33) 

где k = gk – yk. Обратим внимание на то, что синтез системы проведён при сим-

воль-ных коэффициентах j
 . Это позволяет изучить зависимость свойств систем 

управ-ления, синтезированных АПМ методом, в том числе и неаффинными объек-

тами, как от периода дискретизации Т, так и от значений корней характеристиче-

ского полинома D(p,x,u) системной матрицы D(x,u) путем моделирования.  

В данном случае для определения коэффициентов j
  воспользуемся соот-

ношением, связывающим модули вещественных корней j
   гурвицевого характе-

ристического полинома D(p,x,u) системной матрицы с желаемой длительностью 

переходных процессов ппt  синтезируемой системы: 

ппmin (5 7) /j t    ,                                              (34) 

и часто применяемым при синтезе линейных систем управления. При заданном 

пп 2t с   из (34) следует: min (5 7) / 2 2,5 3,5j
     . Принятые для моделирования 

значения корней и соответствующие им коэффициенты приведены в табл. 1.  

Таблица 1 

Варианты 
1
  2

  0
  1

  

1 –0,6 –2 1,2 2,6 

2 –1,5 –3 4,5 4,5 

3 –3 –6 18 9 

Моделирование проводилось в Matlab при различных начальных условиях 

0 [0 0]Tx  ; 0 [2 1] ;Tx    0 [ 2 3]Tx   , задающем ступенчатом воздействии 

0( ) 1( )g t g t  при 0 0,1, 5g   и периоде дискретизации [0,001; 0,02; 0,05]T с. Некото-

рые результаты моделирования представлены на рис. 1–4. 
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   а) 
0 0[2 1] ; 0Tx g                  б) 

0 0[2 1] ; 0Tx g              в) 
0 0[ 2 3] ; 5Tx g    

Рис. 1. Переходные процессы при малых модулях корней. 

На рис. 1 приведены переходные процессы при первом варианте корней по-
линома D(p,x,u) и Т = 0.05 с. Затухающий характер имеют переменные состояния 

системы и при других значениях вектора начальных условий 0x  и периода Т. 

Как видно, в этом случае неаффинная система является устойчивой при всех 
значениях Т, вплоть до Т = 0.05 с. Установившееся значение управляемой пере-
менной y в точности равняется задающему значению. Это следует из рис. 1,в, так 
как при x2 = 0, эта переменная в соответствии со вторым уравнением (28) y = x1. 

С увеличением модулей корней полинома D(p,x,u) запас устойчивости синте-
зированной системы уменьшается. На рис. 2. показаны переходные процессы при 
втором варианте значений корней полинома D(p,x,u), приведенных в табл. 1, а 
также при различных значениях вектора x0 и периода Т. 

  

а) 
0 0[2 1] ; g 0; 0,02Tx T      б) 

0 0[2 1] ; g 0; 0,05Tx T    в) 
0 0[0 0] ; g 1; 0,02Tx T    

Рис. 2. Переходные процессы: а), б) – свободная система;  
в) – с внешним воздействием 

Как видно на рис. 2, в этом случае синтезированная система сохраняет устой-

чивость только при 0,02T  . В устойчивой системе ошибка системы   при 

0( ) 1( )g t g t  также равняется нулю, т.е. 0  . На основе графиков, приведенных 

на рис. 1 и 2, можно заключить, что длительность переходных процессов ппt  ус-

тойчивых неаффинных систем, синтезированных на основе предложенного подхо-
да, в первом приближении соответствует зависимости (34). Действительно, по 

этому соотношению при первом варианте корней пп =3 / 0,6 5t  c, а во втором – 

пп =3/1,5 2t  c. Этим значениям, очевидно, соответствуют длительности переход-

ных процессов, графики которых приведены на всех рис. 1 и на рис. 2,а и рис. 2,в.  
Вывод о том, что с увеличением модулей корней полинома D(p,x,u) запас устой-

чивости системы уменьшается подтверждается переходными процессами полученны-
ми и при третьем варианте корней полинома D(p,x,u), приведенном в табл. 1. Соответ-

ствующие графики при 10 2x   , 20 1x  , 0g 0  и 0,001T  c приведены на рис. 3.  



Известия ЮФУ. Технические науки                  Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 

 

 

120 

 

Рис. 3. Переходные процессы при «больших модулях» корней полинома ( , )D p x  

На основании полученных результатов моделирования можно сделать сле-

дующие выводы. Наибольшее влияние на устойчивость синтезированной неаф-

финной системы оказывают корни характеристического полинома системной мат-

рицы. Чем меньше модули корней этого полинома, тем больше допустимый пери-

од дискретизации. 

Заключение. Предложенный подход позволяет получать устойчивые гурви-

цевые системы управления неаффинными объектами с применением алгебраиче-

ского полиномиально-матричного (АПМ) метода при достаточно малых периодах 

дискретизации переменных объекта управления и малых модулях корней характе-

ристического полинома матрицы замкнутой системы в её квазилинейной модели. 

Область притяжения положения равновесия замкнутой системы определяется об-

ластью пространства состояния объекта, в которой выполняется условие управ-

ляемости квазилинейной модели объекта. При этом управление формируется вы-

числительным устройством на основе предыдущих значений управления, а также 

дискретных значений измеряемых переменных объекта и задающего воздействия. 

Предложенный подход может применяться для синтеза систем управления 

неаффинными объектами различного назначения. В дальнейшем предполагается 

расширить полученные результаты на случай неполной информации о переменных 

состояния объектов управления и объектов с внешними возмущениями.  
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А.А. Зеленский  

КОНЦЕПЦИЯ ПОСТРОЕНИЯ КОНКУРЕНТОСПОСОБНЫХ 
БЫСТРОДЕЙСТВУЮЩИХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ СТАНКОВ  

И ПРОМЫШЛЕННЫХ РОБОТОВ В УСЛОВИЯХ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ 
ОГРАНИЧЕНИЙ ЭЛЕКТРОННОЙ КОМПОНЕНТНОЙ БАЗЫ РОССИИ 

Целью исследования является рассмотрение возможности построения конкурентоспособ-
ных быстродействующих систем управления движением на основе имеющейся в России элек-
тронной компонентной базы. Предлагается авторская методика количественной оценки доверия 
к системе управления, согласно которой доверие определяется в соответствии с доверием ко 
всем ее элементам на всех технологических уровнях применительно к обеспечению функциональ-
ной надежности и информационной безопасности исходя из оценки доверия к результатам разра-
ботки и тестирования этих элементов.  Рассматривается комплексная проблема обеспечения 
доверия к системам управления движением, обусловленная зависимостью страны от импорта 
оборудования с иностранными системами управления, малыми объемами и технологическим от-
ставанием производства полупроводниковой продукции и оборудования для этого производства, а 
также невозможностью обеспечения доверия к интеллектуальным системам управления без 
полного доступа к их разработке. Для данной проблемы предлагается решение, не требующее 
доведения в России до мирового уровня всего спектра технологий, используемых для создания сис-
тем управления. Это решение основано на использовании предлагаемой автором комплексной 
методологии синтеза систем управления, в основе которой лежит известный подход построения 
системы управления в виде последовательного многоуровневого преобразования от постановки 
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