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АЛГОРИТМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ ГИБРИДИЗАЦИИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 

ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЕРА 

Задача коммивояжера является задачей комбинаторной оптимизации. В статье при-

водится постановка данной задачи и предлагается графовая математическая модель, в ко-

торой вершины соответствуют городам, а рёбра – это пути между городами, причем пред-

полагается, что граф взвешен. Решение задачи коммивояжёра состоит в нахождении га-

мильтонова цикла минимального веса в полном взвешенном графе. Задача является NP-

трудной, поэтому для решения данной задачи используется эвристический подход для полу-

чения решения задачи на больших объёмах входных данных. Эвристика заключается в приме-

нении для решения задачи коммивояжера гибридизации двух алгоритмов: алгоритма имита-

ции отжига и алгоритма ближайшего соседа. Для решения задачи коммивояжера использу-

ется последовательная схема гибридизации. Основная идея заключается в том, что на 

стартовом наборе решений запускается метод ближайшего соседа, а затем лучшее реше-

ние, полученное на первом этапе, подается на вход алгоритму имитации отжига. В статье 

подробно освещены построение, блок-схемы гибридного алгоритма, алгоритма имитации 

отжига и метода ближайшего соседа. Далее в статье приводится описание пользователь-

ского интерфейса приложения, написанного на Typescript. Приложение использует реальную 

карту местности для решения задачи коммивояжера. В последней части статьи освещает-

ся сравнительный анализ эффективности работы алгоритмов: сравнение точности и време-

ни работы разработанного гибридного алгоритма, алгоритма имитации отжига и метода 

ближайшего соседа на различных входных наборах данных. Удалось установить, что разра-

ботанный гибридный алгоритм находится на втором месте по скорости работы и на пер-

вом по качеству решения среди реализованных алгоритмов. Кроме того, разработанное ре-

шение имеет высокую экономическую и практическую ценность ввиду того, что приложение 

для решения задачи коммивояжера, а следовательно, приложение для навигации по маршру-

ту может заменить существующие аналоги или же оно может быть использовано в каких-

либо узконаправленных областях, а также в логистике. 

Задача коммивояжера; гибридный алгоритм; метод ближайшего соседа; алгоритм 

имитации отжига; веб-приложение; маршрут; навигатор; Typescript; react-leaflet. 
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SEQUENTIAL HYBRIDIZATION ALGORITHM FOR THE TRAVELING 

SALESMAN PROBLEM SOLVING 

The traveling salesman problem is a combinatorial optimization problem. The article pre-

sents a statement of this problem and proposes a graph mathematical model in which vertices 

correspond to cities, and edges are paths between cities, and it is assumed that the graph is 

weighted. The solution of the traveling salesman problem consists in finding the minimum weight 

Hamiltonian cycle in a complete weighted graph. The problem is NP-hard, so a heuristic ap-

proach is used to solve this problem and speed up the solution of the problem on large volumes of 

input data. The heuristic consists in applying hybridization of two algorithms to solve the traveling 

salesman problem: the annealing simulation algorithm and the nearest neighbor algorithm. Se-

quential hybridization scheme is used to solve the traveling salesman problem. The basic idea is 

that the nearest neighbor method is launched on the initial set of solutions, and then the best solu-

tion of the first stage is fed to the annealing simulation algorithm. The article details the construc-

tion, flowcharts of the hybrid algorithm, the annealing simulation algorithm, and the nearest 

neighbor method. The article goes on to describe the user interface of the application written in 

Typescript. The application uses an area map as a solution to the traveling salesman problem. In 

the last part of the article, a comparative analysis of the algorithms' performance is highlighted: a 

comparison of the accuracy and operating time of the developed hybrid algorithm, the annealing 
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simulation algorithm, and the nearest neighbor method for different input data sets. It was estab-

lished that the developed hybrid algorithm is in second place in terms of speed and in first place in 

terms of solution quality among the implemented algorithms. In addition, the developed solution 

has a high economic and practical value because an application for solving the traveling salesman 

problem, and therefore an application for route navigation, can replace existing analogues or it 

can be used in any narrowly focused areas, as well as in logistics. 

Traveling salesman problem; hybrid algorithm; nearest neighbor method; annealing simu-

lation algorithm; web application; route; navigator; Typescript; react-leaflet. 

Введение. Алгоритмы поисковой оптимизации нужны для решения тех или 

иных комбинаторных задач с целью получения решения задачи, максимально при-

ближенного к оптимальному, за приемлемое время. Они используются при реше-

нии NP-полных проблем, таких как задача коммивояжера [1], задача упаковки 

ранца и др. Именно поэтому эти алгоритмы всегда были востребованы и сейчас 

они активно развиваются.  

Алгоритмов поисковой оптимизации на сегодняшний день достаточно много 

и все они подразделяются на множество видов, таких как биоинспирированные, 

роевые, популяционные, генетические, стохастические и другие [2–4]. 

В соответствии с классификацией Ванга (X. Wang) выделяют три категории 

гибридных алгоритмов: вложенные (embedded) алгоритмы, алгоритмы типа препро-

цессор/постпроцессор (preprocessor/postprocessor), коалгоритмы (co-algorithms) [2]. 

В типе препроцессор/постпроцессор выделяют два класса методов гибриди-

зации: последовательная и конвейерная. 

В данной работе рассматривается гибридный алгоритм, построенный на ал-

горитме имитации отжига и методе ближайшего соседа, использующий принципы 

последовательной гибридизации, а также приводятся экспериментальные исследо-

вания реализованных алгоритмов. 

Постановка задачи. Задача коммивояжера формулируется следующим обра-

зом: коммивояжер, выходящий из какого-нибудь города, желает посетить (n - 1) 

других городов и вернуться к исходному [1], n – число городов. 

Предлагается графовая математическая модель, в которой вершины соответ-

ствуют городам, а рёбра – это пути между городами. Предполагается, что граф 

взвешен, т.е. каждому ребру графа соответствует некоторый вес c>0, и между каж-

дой парой вершин существует ребро, т.е. граф полный. 

Таким образом, решение задачи коммивояжёра – это нахождение гамильто-

нова цикла минимального веса в полном взвешенном графе. 

Данная задача возникает в обширном классе таких приложений, как, напри-

мер, распознавание траекторий, образов, построение оптимальных схем движения 

и т.д. [5]. 

Существуют симметричная и ассиметричная задачи коммивояжера. Симмет-

ричная задача предполагает, что граф неориентированный. В ассиметричной зада-

че необходимо учитывать направление рёбер графа, так как работаем с ориентиро-

ванным графом. В данной работе рассматривается решение ассиметричной задачи 

коммивояжера. Виды данной задачи подробно описаны в [6]. 

Алгоритм полного перебора решений задачи имеет сложность O(n!). При ма-

лых n задача решается за приемлемое время, но если, к примеру, n=100, то задача 

будет решаться сотню миллионов лет. Однако, благодаря стохастическим алго-

ритмам оптимизации задачу можно решить за приемлемое время. 

Задача коммивояжера является NP-трудной, то есть не доказано существова-

ния алгоритма точного решения задачи за экспоненциальное время. Поэтому на 

практике, для решения данной задачи, часто применяют эвристические методы  

[7–15]. Под эвристическими алгоритмами (“эвристиками”) чаще всего понимают 
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алгоритмы, для которых отсутствует либо неизвестна оценка точности [16]. В то 

же время порой именно эвристики являются единственным способом получить 

решение, максимально близкое к оптимальному, за приемлемое время. 

Математическая постановка задачи. Математически, данную задачу можно 

сформулировать следующим образом: дан граф H = (V, E), где V – непустое множе-

ство вершин, E – непустое множество рёбер. Каждому ребру (i, j), где i, j   V, можно 

сопоставить критерий выгодности маршрута len ij ≥ 0, который может быть рас-

стоянием между городами, временем или стоимостью поездки. 

Гамильтоновым циклом называется маршрут, включающий ровно по одному 

разу каждую вершину графа. 

Решением задачи будет кратчайший гамильтонов цикл в графе. Для оценки 

качества решения используется целевая функция (1): 

                                 
   
    ,                             (1) 

где   Flen – целевая функция всего решения; 

         это матрица размера    , где         – вес ребра (i, j). 

        это матрица размера  , где       – индекс пункта в маршруте    
Целью задачи коммивояжера является минимизация представленной выше 

целевой функции. 

Алгоритм имитации отжига. Алгоритм имитации отжига был предложен 

Н. Метрополисом в 1953 г. За основу работы был взят принцип процесса отжига 

металлов, который применяют в металлургии. Алгоритм относится к вероятност-

ным методам решения. Метод отжига служит для поиска глобального минимума 

некоторой функции [17]. Ключевым моментом в таких подходах является случай-

ный выбор одного из нескольких возможных решений вместо анализа каждого 

[18]. Алгоритм относят к методам глобального поиска. 

Классический алгоритм имитации отжига предполагает следующие шаги: 

а) задать начальное решение s и начальную температуру T = Tmax, где Tmax – 

максимальная температура; 

б) пока T> 0, повторить N раз следующие действия: 

1) выбрать новое решение s’ из окрестности решений s; 

2) рассчитать изменение целевой функции (длины маршрута) ∆E = E(s’) – E(s); 

3) если ∆E <= 0, принять s = s’; иначе: посчитать Pk = exp(-∆E/T), сгенериро-

вать число P из интервала [0, 1] и если Pk > P, то принять новое решение s = s’; 

иначе проигнорировать его; 

в) уменьшить температуру T, приняв T = αT, где α - коэффициент понижения 

температуры, выбираемый из интервала (0, 1) и если достигнут критерий останова, 

выйти из цикла, иначе перейти к шагу б). 

Из формулы вероятности принятия нового решения exp(-∆E/T) видим, что эта 

вероятность зависит от текущей температуры и от разницы между целевыми 

функциями текущего и нового решений, и чем выше температура и меньше изме-

нение целевой функции, тем больше вероятность того, что новое решение будет 

принято за текущее. Постепенно температура понижается и вероятность принятия 

нового решения существенно уменьшается. 

Алгоритм имитации отжига не отбрасывает новое решение, которое хуже те-

кущего, а принимает его с некоторой вероятностью. Именно это свойство алго-

ритма помогает ему выбираться из локальных оптимумов и достигать глобальных 

оптимумов [19]. 

Блок-схема алгоритма имитации отжига представлена на рис. 1. 
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Рассмотрим подробно шаги алгоритма имитации отжига: 
а) задать максимальную температуру, начальный путь, количество итераций 

общего цикла, в котором понижается температура – N, и количество итераций от-
жига при определённой температуре – L. Берём T=Tmax. 

б) пока счётчик итераций меньше или равен N выполнить L заданных итера-
ций отжига. 

1) С помощью псевдослучайных чисел n1 и n2 инвертируем путь в текущем 
пути от n1 до n2 и получаем новый путь – кандидат. 

2) Считаем длину нового пути. 
3) Если длина нового пути меньше или равна длине текущего, то принять но-

вый путь в качестве текущего. Иначе, сгенерировать псевдослучайное число R из 
промежутка [0, 1] и принять новое решение с вероятностью Pk = exp(-∆E/T), т.е. 
если Pk > R, то принимаем решение, иначе пропускаем его. 

в) уменьшаем температуру в соответствии с установленным законом. 

 
Рис. 1. Блок-схема алгоритма имитации отжига 

Метод ближайшего соседа. Метод ближайшего соседа является жадным ал-
горитмом, т. е. он не всегда даёт оптимальные решения. Однако из-за его просто-
ты, этот алгоритм отличается высокой скоростью работы. Алгоритм сильно зави-
сит от топологии задачи. Например, если вершины графа выстроятся в круг, то 
тогда алгоритм найдет точное решение задачи. 

Классический метод ближайшего соседа предполагает следующие шаги: 
a) из всех не посещённых вершин выбрать одну вершину V и пометить её, 

как посещённую; 
б) выбрать ближайшую к V вершину U; 
в) выбрать вершину U, как текущую и отметить её, как посещённую; 

г) если посещены все вершины, то завершить алгоритм, иначе вернуться к 

шагу б). 
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Изначальный алгоритм был немного улучшен тем, что сравниваются пути от 

каждой вершины графа. 

На рис. 2 представлена блок-схема метода ближайшего соседа. 

 
Рис. 2. Блок-схема метода ближайшего соседа 

Гибридный алгоритм. В данной работе был разработан последовательный 

гибридный алгоритм решения задачи коммивояжера: сначала запускается метод 

ближайшего соседа, а затем на найденном решении запускается алгоритм имита-

ции отжига, улучшая тем самым полученный результат. 

На рис. 3 представлена блок-схема гибридного алгоритма. В блоке алгоритма 

имитации отжига при запуске алгоритма начальным решением выступает лучшее 

решение метода ближайшего соседа. 

 
Рис. 3. Блок-схема гибридного алгоритма 
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Приложение. Для решения задачи коммивояжера и исследования реализован-

ных алгоритмов было разработано веб-приложение. В качестве языка разработки был 

выбран Typescript – этот язык полностью идентичен языку Javascript, но поддерживает 

типизацию, благодаря чему программы писать намного проще и удобнее. 

В качестве технологии отображения карты была выбрана библиотека react-

leaflet, которая предоставляет широкие возможности для работы с картой. Библио-

тека работает в связке с библиотекой React.js – библиотекой для построения ин-

терфейсов [20]. 

Основная идея приложения – пользователь отмечает желаемые точки на кар-

те, тем самым создавая пункты маршрута; по нажатию кнопки расчёта запускается 

гибридный алгоритм, который определяет кратчайший путь передвижения на ав-

томобиле. Алгоритм работает с матрицей продолжительности (времени), в кото-

рой элемент определяется продолжительностью (в секундах) прохождения пути от 

точки i к точке j. 

Расчёт матрицы продолжительности происходит на удаленном сервере при 

помощи библиотеки OSRM – (Open Source Routing Machine) с использованием 

мультиуровневого алгоритма Дейкстры. В расчёте матрицы учитывается дистан-

ция, приоритетность дорог, правила дорожного движения, и не учитываются ка-

кие-либо динамические факторы – текущие погодные условия, пробки и т.д. 

Все точки маршрута хранятся в состоянии points, каждая точка (объект клас-

са LatLng) хранит широту, долготу и функцию расчёта дистанции от неё самой, до 

какой-либо другой точки. 

Этапы работы построения маршрута: 

1) отсылаем запрос на сервер OSRM с массивом points; 

2) получаем ответ от сервера – вычисленную матрицу продолжительности на 

основе массива points; 

3) запуск гибридного алгоритма на основе матрицы продолжительности; 
4) по сети от сервера OSRM получаем информацию о старом и новом мар-

шрутах; 

5) с помощью метода createRoute рисуем оптимальный маршрут на карте; 
6) отображаем информацию о старом и новом маршрутах. 
На рис. 4 представлен маршрут, построенный для 100 точек при помощи гиб-

ридного алгоритма, а на рис. 5 – модальное окно с информацией о старом и новом 

маршрутах. 

 
Рис. 4. Маршрут для  00 точек, построенный при помощи гибридного алгоритма 
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Рис. 5. Модальное окно с информацией о старом и новом маршрутах 

Библиотека leaflet-routing-machine при построении маршрута предоставляет 

список всех событий маршрута, которым он должен следовать.  

На рис. 6 представлен фрагмент списка инструкций маршрута для 100 вер-

шин. Эти инструкции на английском языке имитируют реальный навигатор, но без 

озвучивания и отслеживания местоположения пользователя в реальном времени. 

 
Рис. 6. Фрагмент списка событий маршрута для  00 вершин 

Анализ эффективности реализованных алгоритмов. На рис. 7 представлен 

график зависимости времени работы от числа вершин для алгоритма имитации 

отжига, метода ближайшего соседа и гибридного алгоритма. Из графика видно, 

что гибридный алгоритм по скорости выполнения уступает методу ближайшего 

соседа, но обгоняет алгоритм имитации отжига. 

 

Рис. 7. Зависимость времени работы от числа вершин для алгоритма имитации 

отжига, алгоритма ближайшего соседа и гибридного алгоритма 
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Сложность алгоритма имитации отжига – O(n), метода ближайшего соседа – 
O(n

2
), гибридного алгоритма – O(n

2
), где n – число вершин. 

 
Рис. 8. Фрагмент списка событий маршрута для  00 вершин 

На рис. 8 представлена диаграмма зависимости значения целевой функции от 
числа вершин. По диаграмме видно, что гибридный алгоритм опережает по каче-
ству решения алгоритм имитации отжига и алгоритм ближайшего соседа. 

Заключение. Задача коммивояжера является NP-трудной, поэтому для её 
решения в работе был предложен эвристический подход для получения решения 
на больших объёмах входных данных. Суть эвристики заключалась в применении 
для решения задачи коммивояжера гибридизации двух алгоритмов: алгоритма 
ближайшего соседа и алгоритма имитации отжига.  

Алгоритм имитации отжига отличается от всех эвристических алгоритмов 
тем, что он допускает в процессе поиска шаги, приводящие к увеличению целевой 
функции. Метод ближайшего соседа, в свою очередь, относится к числу жадных 
алгоритмов, т.е. на каждом шаге выбирает наилучшее решение. Гибридизация ал-
горитмов заключалась в последовательном применении сначала метода ближай-
шего соседа, а затем на найденном решении алгоритма имитации отжига для 
улучшения полученного результата. 

Для демонстрации работы гибридного алгоритма реализовано приложение 
для расчёта оптимального маршрута и решения задачи коммивояжера при помощи 
алгоритмов оптимизации на реальной карте местности с использованием библио-
теки react-leaflet. 

В результате экспериментальных исследований удалось установить, что гиб-
ридный алгоритм опережает по качеству алгоритм имитации отжига, но уступает 
методу ближайшего соседа по скорости решения. 
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Е.С. Подоплелова  

АНАЛИЗ МЕТОДОВ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОГО ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ 

НА ПРИМЕРЕ ЗАДАЧИ РАНЖИРОВАНИЯ  

Данная работа посвящена отбору и сравнению популярных традиционных методов 

многокритериального принятия решений. В статье представляется обзор существующих 

работ последних лет на тему их сравнения, выделены основные критерии, а также наибо-

лее значимые результаты. Далее, был рассмотрен пример реализации СППР (системы 

поддержки принятия решений) по рекомендации такого метода пользователю, который 

включает описание не только основных методов, но и их модификаций, выделяя исчерпы-

вающую таксономию методов многокритериального анализа в целом. Для отбора методов 

в этой статье были использованы международные базы научных публикаций: Science 

Direct, Google Scholar и IEEE Xplore. Были произведены определенные настройки поиска для 

получения работ, соответствующих запросу. На следующем этапе описывается задача 

ранжирования альтернатив для демонстрации результатов применения выбранных мето-

дов. В качестве метода распределения весов критериев использовался метод анализа ие-

рархий (МАИ). Результаты вычислений представлены в таблицах и графически. Метрикой 

оценки было принято считать устойчивость метода к количеству альтернатив и крите-

риев, а также чувствительность к весам критериев.  На текущем шаге исследования были 

отобраны следующие методы: TOPSIS, WASPAS, VIKOR, PROMETHEE и ELE TRE. В ре-

зультате исследования были определены оптимальные методы (по соотношению вычис-

лительной сложности к устойчивости) для их дальнейшего использования в разработке 

СППР, метод ELECTRE было принято использовать как дополнительный инструмент при 

большом количестве альтернатив для отсеивания наименее привлекательных. 

PROMETHEE показал высокую чувствительности к изменению весов и сложности вычис-

лений, потому был исключен из дальнейших этапов разработки. VIKOR и TOPSIS показали 

наилучшую устойчивость при простоте вычислений. 

Методы многокритериального принятия решений; система поддержки принятия 

решений; TOPSIS; VIKOR; Метод анализа иерархий; ELECTRE, PROMETHEE; ранжирова-

ние альтернатив. 

E.S. Podoplelova  

SELECTION OF MULTI-CRITERIA ANALYSIS  METHODS  

ON THE EXAMPLE OF THE PROBLEM OF RANKING 

This work is devoted to the selection and comparison of popular traditional methods of mul-

ti-criteria decision making. The article presents an overview of the existing works of recent years 

on the topic of their comparison, highlights the main criteria, as well as the most significant re-

sults. Further, an example of the implementation of a DSS (decision support system) was consid-

ered on the recommendation of such a method to the user, which includes a description of not only 

the main methods, but also their modifications, highlighting an exhaustive taxonomy of multi-

criteria analysis methods in general. For the selection of methods in this article, international 

databases of scientific publications were used: Science Direct, Google Scholar and IEEE Xplore. 

Certain search settings have been made to retrieve jobs that match the query. The next step de-
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