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ОСОБЕННОСТИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ЗАДАЧ 

ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ ПРИЗЕМНОГО СЛОЯ 

Исследуется проблема интегрирования системы уравнений электродинамики при-

земного слоя атмосферы для различных случаев электродного эффекта. Исходная система 

дифференциальных уравнений электродного эффекта приводится к так называемому 

уравнению полного тока, представляющему собой уравнение второго порядка параболиче-

ского типа, рассматриваемое в двумерной области пространство-время. Уравнение полно-

го тока позволяет связать совокупность основных факторов, влияющих на состояние 

электрического поля приземного слоя атмосферы: ток проводимости, турбулентный ток 

и ток, возникающий в результате конвективных процессов в атмосфере с так называемым 

полным током в приземном слое, отражающим изменение потенциала ионосферы. Опи-

санный способ дает значительные преимущества в исследовании, поскольку в рамках одной 

модели позволяет осуществлять постановки различных задач электродинамики приземно-

го слоя и проводить сравнительный анализ влияния на поведение электрического поля в 

приземном слое как отдельных факторов, так и их совокупностей. Целью работы являет-

ся анализ математических аспектов рассматриваемых моделей с точки зрения подходов к 

интегрированию уравнения полного тока. В рамках исследования проводится сопоставле-

ние особенностей физических постановок и их влияние на структуру математических 

модели и их свойства с точки зрения математической физики. Рассмотренные различные 

физические постановки показывают, что даже в относительно простой математической 

модели, состоящей из одного уравнения, дополненного начально-краевыми условиями, воз-

никает достаточно широкий спектр как модельных формулировок, так и подходов к ин-

тегрированию рассмотренных моделей. 

Математическое моделирование; электродинамика; приземный слой; атмосфера; 

электродный эффект; электрическое поле. 

D.V. Timoshenko 

FEATURES OF MATHEMATICAL MODELING IN THE GROUND LAYER 

ELECTRODYNAMICS  

The paper examines the problem of integrating the system of electrodynamic equations of 

the atmosphere surface layer for various cases of the electrode effect. The original system of dif-

ferential equations of the electrode effect is reduced to the so-called total current equation, which 

is a second-order equation of parabolic type, considered in a two-dimensional space-time region. 

The total current equation allows us to relate the set of main factors influencing the state of the 

electric field in the atmosphere surface layer: conduction current, turbulent current and current 

arising as a result of convective processes in the atmosphere with the so-called total current in the 

surface layer, reflecting changes in the potential of the ionosphere. The described method provides 

significant advantages in the study, since within the framework of one model it allows the formula-

tion of various problems of the surface layer electrodynamics and a comparative analysis of the 

influence of both individual factors and their combinations on the behavior of the electric field in 

the surface layer. The purpose of the work is to analyze the mathematical aspects of the models 

under consideration from the point of view of approaches to integrating the total current equation. 

The study compares the features of physical formulations and their influence on the structure of 

mathematical models and their properties from the point of view of mathematical physics. The 

various physical formulations considered show that even in a relatively simple mathematical mod-

el consisting of one equation supplemented with initial boundary conditions, a fairly wide range of 

both model formulations and approaches to integrating the considered models arises. 

Mathematical modeling; electrodynamics; surface layer; atmosphere; electrode effect; elec-

tric field. 
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Введение. Дифференциальные уравнения электродинамики атмосферы осно-

вываются на классических уравнениях Максвелла [1, 2], и в приближении элек-

тродного эффекта математическая модель горизонтально-однородного свободного 

от аэрозоля приземного слоя с учетом турбулентного и конвективного переносов 

[2–4] имеет вид:  
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Решениями уравнений в  системе (1) являются функции распределения кон-

центрации полярных аэроионов 
1,2(n )  и напряженность электрического поля (E)  

по времени (t) и высоте (z). Параметрами модели являются подвижности (
1,2

b ) 

полярных аэроионов, коэффициенты рекомбинации (α) и турбулентной диффузии 

(DT), скорости конвективного переноса ( ) и ионизации воздуха (q), а также  эле-

ментарный заряд ( e ) и электрическая постоянная (
0 ). 

Приведение системы уравнений электродного эффекта к уравнению 

полного тока. Положим в системе (1) 
1, Tconst D D const     и исследуем мо-

дель методами теории подобия. Используя характерные значения и масштабы вхо-

дящих в уравнения величин, ведем безразмерные переменные:  

1 2
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Индексом «∞» обозначим верхнюю границу электродного слоя. Тогда первые 

два уравнения системы (1) принимают вид:  
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Выделим из уравнений (3), (4) характерные пространственные масштабы: 
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L  Первые два определяют профили 

полярных аэроионов вследствие действия классического электродного эффекта 

[2,3], а последние соответствуют высоте конвективно-турбулентного электродного 

слоя [6]. Принимая значения параметров равными: q = 7·10
6  

м
-3

с
-1

, Е = -100 В/м, 

D1= 0,1 м/с,   = 0,1 м/с, получаем: 300 ,c  1 23,6 м, 4,2 мnE nEL L  , 

30 мDL  , 30 м. L   

Далее запишем систему (1) в безразмерном виде: 
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Системе (5) характеризуется следующие безразмерными параметрами (кри-

териями подобия): 
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Запишем систему (1) в безразмерной форме: 
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Физический смысл критериев подобия состоит в следующем [1, 2]: 1
2,1
  

характеризует собой случай классического электродного эффекта в приземном 

слое, 1,2<1 – турбулентный электродный эффект, при условии 1,2<<1 уже имеет 

место, так называемое, приближение сильного турбулентного перемешивания, 

значение  определяет влияние объёмного заряда на электрическое поле, параметр 

  определяет соотношение конвективного и турбулентного переносов. Метеоро-

логические процессы в атмосфере протекают в среднемT~1-3 ч, т.е. (τ<<T). По-

следнее соотношение является основанием для дальнейшего рассмотрения ста-

ционарного варианта системы (1) и получения аналитических решений. 

Из системы (1) следует уравнение для плотности полного электрического то-

ка (j) в приземном слое атмосферы, который состоит из тока проводимости, турбу-

лентного и конвективного токов [1, 3], [12–15]. В стационарном случае имеем: 
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Здесь   – электрическая проводимость воздуха.  

Уравнение (8) представляет собой неоднородное дифференциальное уравнение 

второго порядка параболического типа с переменными коэффициентами. Данное 

уравнение применимо для описания широкого класса задач электродинамики при-

земного слоя атмосферы, поскольку позволяет учитывать одновременно воздействие 

локальных факторов на местности: проводимость атмосферы, температуру, метео-

обстановку посредством соответствующих слагаемых в левой части, выражающих 

компоненты тока, и одновременно с этим модель отражает воздействие на электри-

ческое поле приземного слоя глобальной вариации потенциала ионосферы, описы-

ваемого соответствующим законом изменения плотности полного тока в правой час-

ти уравнения (8). Решение уравнения (8) определяет зависимость напряженности 

электрического поля от времени и высоты в пределах приземного слоя [16–18].  

Подходы к интегрированию уравнения полного тока для различных мо-

делей электродного эффекта. Рассмотрим далее преобразования уравнения (8) 

для различных моделей электродного эффекта и соответствующие изменения под-

ходов к его интегрированию. Можно выделить следующие основные модели элек-

тродного эффекта: турбулентный, конвективный, смешанный. Данные разновид-

ности задач будут определять вид левой части дифференциального уравнения (8). 

Правая часть уравнения (плотность полного тока) также может иметь постоянный 

или переменный характер.  
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В дальнейшем в качестве общего для всех моделей электродного эффекта бу-

дем рассматривать одно из распространенных представлений глобального суточ-

ного изменения плотности тока [6, 15, 19, 20]. 

Таковым является представление плотности тока в виде гармонической 

функции, отражающей унитарную вариацию потенциала ионосферы [6]:  

0(t) j (1 sin( )), 2j t Т      .                       (9)  

При значениях параметров α = 0,2 и Т= 24 ч функция суточного изменения 

электрического тока имеет вид волны с минимумом в 06
h
 UT и максимумом в 18

h
 

UT и амплитудой 20% (отклонения от среднего значения), что достаточно хорошо 

согласуется с унитарной вариацией [3]. Поскольку зависимость плотности тока от 

координаты в рассматриваемых задачах не предполагается, не уменьшая общно-

сти, будем считать, что суточные вариации описываются соотношением (9). 

Модель турбулентного электродного слоя. Данная модель электродного 

эффекта предполагает учет в качестве основного фактора, влияющего на поведе-

ние напряженности поля в приземном слое, так называемый метеорологический 

фактор, определяющий скорость ветра в районе исследований. Данный фактор 

описывается коэффициентом турбулентной диффузии (DT), который в общем слу-

чае может представлять собой функцию высоты и времени. В уравнении (8) вели-

чина (DT) представляет собой коэффициент при старшей производной от напря-

женности поля по высоте и таким образом оказывает определяющее влияние на 

тип уравнения (8). 

Рассмотрим следующие постановки задачи моделирования турбулентного 

электродного эффекта [16–18]. 

1. Коэффициент турбулентной диффузии – функция времени. В данной 

постановке предполагается, что величина (DT) задается соотношением: 

   tDtDT cos20  ,                                  (10) 

повторяющим закон изменения плотности полного тока (9). Также предполагаем, 

что конвективные процессы отсутствуют, что соответствует условию   0zv . 

Дополнительно будем считать, что электрическая проводимость воздуха также 

является постоянной: const . 

При описанных предположениях исследуемое уравнение (8) преобразуется к 

виду:  
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В качестве начальных и граничных условий для уравнения (11) принимаем 

следующие [3]: 
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В результате получаем нестационарную начально-краевую задачу (11)–(12) 

для уравнения параболического типа (11) относительно неизвестной функции 

( )
1 ,E t z  с неоднородным начальным и граничными условиями (12). Данная зада-

ча представляет собой задачу с положительно определенным самосопряженным 

дифференциальным оператором относительно координаты в левой части уравне-

ния (11), поэтому данная задача разрешима при помощи метода Фурье [6]. 
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Решение задачи (11)–(12) подробно изложено в работе [8], здесь приведем 

только основные положения данного случая. 

Поскольку граничные условия (12) являются неоднородными, необходимо 

выполнить следующую замену переменных:  ztEEE ,- 10  . При указанной за-

мене уравнение (11) сохраняет свою структуру, однако граничные условия стано-

вятся однородными: 

Неизвестную функцию представим в виде ряда: 
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где функции ( ){ }∞
1=nn zФ  образуют полную ортонормированную систему операто-

ра Штурма-Лиувилля: 
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с граничными условиями: 
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0 = = 0Ф Ф L .                                             (15) 

Собственные числа и собственные функции задачи (14) имеют вид: 
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Таким образом, в рассматриваемом случае уравнение полного тока интегри-

руется по классической схеме метода Фурье. 

2. Коэффициент турбулентной диффузии – функция координаты. Данный 

случай предполагает, что коэффициент турбулентной диффузии представляется в 

виде [3]: 

  m
mT zDzD  ,                                               (17) 

где 34;1;0т . 

При этом относительно выбранной закономерности поведения величины 

 zDT  можно рассматривать как нестационарную, так и стационарную задачу 

[19, 20]. 

В случае стационарной задачи уравнение полного тока преобразуется в 

обыкновенное дифференциальное уравнение относительно напряженности элек-

трического поля приземного слоя. Такое уравнение решается как обыкновенное 

дифференциальное линейное неоднородное уравнение второго порядка с перемен-

ными коэффициентами. Для решения такого уравнения стандартным методом 

служит представление решения в виде степенного ряда. Соответствующее реше-

ние получено в [6]. 

Для нестационарной задачи уравнение (8) с учетов зависимости (17) преобра-

зуется к виду [8]. 

   .- 0 tjE
z

E
zD

zt

E
T 




















                                (18) 

Начальные и граничные условия для задачи (18) сохраняют форму (12). 
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Дифференциальный оператор в левой части уравнения (18) для коэффициен-

та турбулентной диффузии, заданного зависимостью (17) не является положитель-

но определенным [10]. В соответствии с теорией метода Фурье в данной ситуации 

допустимо существование так называемого «весового» множителя  zg , при ум-

ножении на который обеих частей уравнения (8), соответствующий дифференци-

альный оператор вновь становится оператором Штурма-Лиувилля, а система соб-

ственных функций этого оператора является ортогональной с «весом»  zg . Да-

лее решение задачи (18) находится методом Фурье. 

В случае, когда дифференциальный оператор в правой части уравнения (8) не 

удовлетворяет условиям положительной определенности и самосопряженности, и 

соответствующий весовой множитель отсутствует, это не позволяет построить 

полную ортонормированную систему собственных функций соответствующей 

краевой задачи, для интегрирования краевой задачи можно воспользоваться одним 

из приближенных методов. Одним из широко распространенных методов прибли-

женного решения задачи (8) в этом случае является метод Галеркина [11]. Данный 

метод заключается в том, что выбирается конечная система базисных функций 

  n

ii xu
1 , составляющих часть некоторой полной системы, причем необходимо, 

чтобы функция  xu0  удовлетворяла неоднородным краевым условиям, в нашем 

случае: 000 Eu
z




. 

При этом функции  xui  удовлетворяют однородному краевому условию: 

.0
∂

∂

∞


zz

i

z

u
  

В таком случае решение начально-краевой задачи можно искать в виде ко-

нечного соотношения: 

   




n

i

ii zuCzuE

1

0 .                                               (19) 

Подстановка соотношения (18) в исходное дифференциальное уравнение (8) 

приводит к так называемой невязке: 

       zEuLCuLCCCzR

n

i

iin  
1

021 ,...,,, .                                   (20) 

В случае точного решения рассматриваемой краевой задачи величина невяз-

ки тождественно обращается в нуль ( 0R ); поэтому для получения приближен-

ного решения, близкого к точному, необходимо подобрать коэффициенты iC  та-

ким образом, чтобы невязка R  была в каком-то смысле малой.  

Для обеспечения этого условия в методе Галеркина формулируется требова-

ние, чтобы невязка была ортогональна к каждой из базисных функций   n

ii xu
1 , 

тогда при достаточно большом числе этих функций обеспечит малость невязки в 

силу следующей теоремы [11]: 

Теорема. Пусть   
1ii xu  – полная система функций с ненулевой нормой, 

ортогональных на отрезке  ba, . Если непрерывная функция  xf  ортогональна 

на отрезке  ba,  ко всем функциям   
1ii xu , то есть  
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     ,..2,10  ndxxuxf

b

a

n ,                            (21) 

то   bxaприxf  0 . 

Основываясь на приведенной теореме, приходим к следующей системе ли-

нейных уравнений для определения коэффициентов iC : 

   

    0,...,,

.................................................

,0,...,,

1

11









b

a

nn

b

a

n

dxCCzRxu

dxCCzRxu

,                                   (22) 

или более развернуто 

           



b

a

i

n

i

b

a

iii dzuLzEzudzuLzuC 0

1

.                            (23) 

Достаточные условия сходимости метода Галеркина, а также доказательство 

теоремы приведены в работе [11]. 

Модель конвективно-турбулентного электродного слоя. В стационарном 

случае уравнение для полного электрического тока (j0) в приземном слое атмосфе-

ры состоит из суммы токов проводимости, турбулентного и конвективного токов 

[1, 3, 21]: 

    002

2

0 jE
dz

dE
zV

dz

Ed
zD  

                       (24)
 

c граничными условиями: 

,0
0

EE
zz


          0 .
z L

E j 

         

    

(25) 

Рассмотренные ниже случаи математически объединяются стационарным ха-

рактером рассматриваемых задач. Дополнительным упрощением служит тот факт, 

что стационарный характер приводит к тому, что модельные уравнения становятся 

обыкновенными. При этом рассматриваемые уравнения в некоторых случаях яв-

ляются неоднородными уравнениями с переменными коэффициентами, что побу-

ждает применять для их интегрирования метод степенных рядов [10]. Подробно 

рассмотренные ниже задачи проинтегрированы и исследованы в работах [7, 8], 

ниже приводится сравнение математических постановок и вида решений. 

1. Рассмотрим случай, когда конвективный перенос преобладает над турбу-

лентным перемешиванием и положим   constVzV  0 . Тогда уравнение полного 

тока с граничным условием примут вид: 

jE
dz

dE
V   00 , .

z L
E j 




                                    (26)
 

Решение уравнения (26) имеет вид:  
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   0 0 .
V L zj

E z e z
L






 

                                             

(27) 

2. Далее рассмотрим общий случай зависимости скорости конвекции от вы-

соты внутри электродного слоя:   1 1
z z

V z V
l l

 
  

 
. В этом случае уравнение 

(26) принимает вид:   

                     
0 1 01

z z dE
V E j

l l dz
 

 
   

 
.                          (28) 

Решение уравнения (28) имеет вид:  

 
0 1 0 10 0

0

0

L L
V VL z jL z

E z E
z z

 
 




   

    
  

.                 (29) 

3. Рассмотрим случай, когда коэффициент турбулентной диффузии  

(   constDzD  0 ) и скорость конвективного переноса (   constVzV  0 ) имеют 

соизмеримые значения.  

Уравнение (24) примет вид: 

0002

2

00 jE
dz

dE
V

dz

Ed
D   ,                                 (30) 

а граничные условия сохранятся в форме соотношений (2). Из уравнения (7) нахо-

дим зависимость напряженности электрического поля от высоты: 

 
 

 
2

2 2 02 0

0 0

0

k z

k L k zk z

E j
E z e j

e e




 


 


, 

 

00

00
2

0000
2

2

4

D

DVV
k








 .     (31) 

4. Рассмотрим случай, когда турбулентный перенос преобладает над конвек-

тивным, и при этом коэффициент турбулентной диффузии является функцией вы-

соты:   1D z D z . В этом случае уравнение (24) принимает вид:  

2

0 1 02

d E
D z E j

dz
    ,                                         (32) 

а граничные условия сохраняют форму (25). Решение этого уравнения может быть 

найдено в виде степенного ряда относительно координаты, который следующим 

соотношением: 

 
 

 
3 0

1 0 1

1 3 7 3 2

3 !

k

k

k j
E z z

k D 





     
  .                               (33) 

5. Наконец, рассмотрим модель, описывающую одновременное влияние на 

поведение напряженности электрического поля турбулентных и конвективных 

процессов. В качестве законов, описывающих поведение соответствующих коэф-

фициентов, примем следующие: 
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  1D z D z ,   1 1
z z

V z V
l l

 
  

 
.                                  (34) 

В этом случае уравнение (24) принимает вид: 

2

0 1 0 1 02
1

d E z z dE
D z V E j

dz l l dz
  

 
     

 
,                        (35) 

а граничные условия сохраняют форму (25). 

Решение уравнения (35) также может быть представлено в виде степенного 

ряда: 

 
  

    
3 2 0

1 0 1 1

2 3 1

! 2 !

k

k

k k j
E z z

k k D V 






 
 

 
 .                 (36) 

Заключение. В работе рассмотрены особенности моделирования задач элек-

тродинамики приземного слоя на примере уравнения плотности полного электри-

ческого тока. Рассмотренные различные физические постановки показывают, что 

даже в относительно простой математической модели, состоящей из одного урав-

нения, дополненного начально-краевыми условиями, возникает достаточно широ-

кий спектр как модельных формулировок, так и подходов к интегрированию рас-

смотренных моделей. Безусловно, наибольший интерес представляют случаи не-

стационарных задач второго порядка для параболических уравнений с дифферен-

циальным оператором, не являющимся оператором Штурма-Лиувилля. Задачи 

данного виде не разрешимы с помощью классического метода Фурье и, вообще 

говоря, нуждаются в формировании самостоятельной теории построения системы 

собственных функций, что предполагается в качестве предмета для дальнейших 

исследований. 
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