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С.М. Гушанский, В.С. Потапов 

ХАРАКТЕРИСТИКА КВАНТОВЫХ СХЕМ С ФУНКЦИОНАЛЬНЫМИ 
КОНФИГУРАЦИЯМИ КУБИТОВ 

Статья представляет собой исследование нового подхода к систематическому ана-

лизу и классификации квантовых схем на основе функциональной конфигурации кубитов. 

Статья подробно рассматривает роль элементарных вентилей в изменении элементов 

вектора состояния и выделяет важность функциональных конфигураций кубитов в кол-

лективной модификации квантовых состояний. Основные аспекты, рассмотренные в ста-

тье, включают характеристику квантовых схем с функциональными конфигурациями ку-

битов, анализ воздействия элементарных вентилей на состояние квантового вектора и 

определение количества возможных типов функциональных конфигураций. Результаты 

исследования могут иметь важное значение для оптимизации квантовых схем и улучшения 

понимания их общих свойств. Функциональная конфигурация кубита – это математиче-

ская структура, которая может коллективно классифицировать свойства и поведение 

квантовых схем. Разработка квантовых алгоритмов с эффективными квантовыми схема-

ми была центральной частью квантовых вычислений, в которых за последние 30 лет про-

изошел огромный прогресс как в теоретическом, так и в экспериментальном плане. Ста-

тья представляет собой вклад в область квантовых вычислений, предоставляя система-

тический подход к классификации и анализу квантовых схем на основе их функциональных 

конфигураций кубитов. Квантовые алгоритмы представляют собой инновационный класс 

алгоритмов, основанных на принципах квантовой механики, и использующих кубиты вме-
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сто классических битов для обработки информации. В отличие от классических алгоритмов, 

которые оперируют битами, принимающими значения 0 или 1, квантовые алгоритмы могут 

использовать принципы квантовой суперпозиции и квантового взаимодействия, что позволя-

ет им выполнять множество вычислений одновременно. Одним из ключевых преимуществ 

квантовых алгоритмов является их способность решать определенные задачи гораздо более 

эффективно, чем классические алгоритмы.  Однако, разработка и реализация квантовых 

алгоритмов представляют значительные технические и алгоритмические вызовы, такие как 

управление квантовыми состояниями, минимизация ошибок и создание устойчивых кванто-

вых вентилей. Несмотря на эти сложности, квантовые алгоритмы предоставляют пер-

спективные возможности для революции в области вычислений и решения проблем, которые 

традиционно были слишком сложными для классических компьютеров. 

Моделирование; квантовый алгоритм; кубит; модель квантового компьютера; запу-

танность; суперпозиция; квантовый оператор. 

S.M. Gushanskiy, V.S. Potapov  

CHARACTERISTICS OF QUANTUM CIRCUITS WITH FUNCTIONAL 
CONFIGURATIONS OF QUBITS 

The paper is an exploration of a new approach to the systematic analysis and classification 

of quantum circuits based on the functional configuration of qubits. The article examines in detail 

the role of elementary gates in changing the elements of the state vector and highlights the im-

portance of functional configurations of qubits in the collective modification of quantum states. 

The main aspects covered in the article include the characterization of quantum circuits with func-

tional configurations of qubits, analysis of the impact of elementary gates on the state of a quan-

tum vector, and determination of the number of possible types of functional configurations.  

The results of the study could have important implications for optimizing quantum circuits and 

improving our understanding of their general properties. A qubit functional configuration is a 

mathematical structure that can collectively classify the properties and behavior of quantum cir-

cuits. The development of quantum algorithms with efficient quantum circuits has been a central 

part of quantum computing, which has seen enormous progress both theoretically and experimen-

tally over the past 30 years. The paper makes a contribution to the field of quantum computing by 

providing a systematic approach to classify and analyze quantum circuits based on their function-

al qubit configurations. Quantum algorithms are an innovative class of algorithms based on the 

principles of quantum mechanics and using qubits instead of classical bits to process information. 

Unlike classical algorithms, which operate on bits that take on the values 0 or 1, quantum algo-

rithms can use the principles of quantum superposition and quantum interaction, which allows 

them to perform many calculations simultaneously. One of the key advantages of quantum algo-

rithms is their ability to solve certain problems much more efficiently than classical algorithms. 

However, the design and implementation of quantum algorithms pose significant technical and 

algorithmic challenges, such as managing quantum states, minimizing errors, and creating robust 

quantum gates. Despite these challenges, quantum algorithms offer promising opportunities to 

revolutionize computing and solve problems that have traditionally been too complex for classical 

computers. 

Modeling; quantum algorithm; qubit; model of a quantum computer; entanglement; super-

position; quantum operator. 

Введение. За прошедшие годы было разработано множество квантовых алго-
ритмов [1], предназначенных для самых разных приложений: они включают алго-
ритм оценки фазы [2], алгоритм факторизации Шора [3], алгоритм Харроу-
Хассидима-Ллойда для линейных систем [4], гибридные классические квантовые 
алгоритмы, алгоритмы квантового машинного обучения и квантовые алгоритмы 
для открытой квантовой динамики. Несмотря на успех, разработка эффективных 
квантовых схем для реализации новых квантовых алгоритмов остается случайным 
процессом, и систематический подход к пониманию того, как работают квантовые 
схемы [5], может привести к улучшению существующих алгоритмов и открытию 
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новых. Чтобы получить решающее преимущество перед классическими алгорит-
мами, квантовые схемы должны иметь сложность, которая масштабируется поли-
номиально, а не экспоненциально, с количеством кубитов [6]. Следовательно, про-
ектирование квантовых схем, которые могут продемонстрировать преимущества 
квантовых вычислений, – это, по сути, процесс описания и идентификации особых 
случаев с полиномиальным масштабированием из океана общих случаев с экспо-
ненциальным масштабированием [7]. Рассмотрим корреляцию функционала куби-
та с тем, как элементы вектора состояния [8] коллективно модифицируются кван-
товыми вентилями. В частности, любую произвольную квантовую схему можно 
разложить на чередующиеся последовательности однокубитных унитарных венти-
лей [9] и вентилей CNOT. Каждая последовательность CNOT [10] подготавливает 
текущее квантовое состояние к уровню функциональной конфигурации кубита, 
чтобы указать правило для следующей последовательности вентилей с 1 кубитом о 
том, как коллективно изменять записи вектора состояния. Теория функциональной 
конфигурации кубита [11], насколько нам известно, является первой в своем роде, 
которая может охарактеризовать огромное количество квантовых цепей вместе с 
помощью конечной математики [12]. 

1. Теория функциональной конфигурации кубита. Вектор квантового со-

стояния n-кубитов [13] можно записать как 





12

0

n

i

i ia , где основание состояния 

|i> могут быть связаны с битовыми строками (i) с i в двоичной форме [14]. Напри-
мер, вектор состояния из 3 кубитов имеет 8 базовых состояний, соответствующих 
8-битным строкам: (000), (001), (010), …, (111). Набор всех этих битовых строк 
можно рассматривать как трехмерное линейное пространство [15] V над двоичным 
полем {0, 1}, и любая битовая строка может быть выражена как линейная комби-
нация трех базисных векторов (100), (010) и (001): v = q1, q2, q3 = q1(100) + 
q2(010) + q3(001), где коэффициенты iq  принимают значения 0 или 1, а сложение 
«+» - это побитовое сложение по модулю 2. Теперь по теории линейных вектор-
ных пространств двойственное пространство V  к V формируется линейными 
функционалами над V: f (v) = f(q1, q2, q3) = g1q1 ⊕ g2q2 ⊕ g3q3. Здесь три базис-
ных функционала [16]: f (1) (q1, q2, q3) = q1, f (2) (q1, q2, q3) = q2, f(3) (q1, q2, q3) 
= q3, коэффициенты g принимают значения 0 или 1 , а «⊕» - сложение по модулю 
2. Мы связали каждый функционал с условием «0», которое задает полунабор 
строк битов, и изучили пространство квантовых условий, порожденное этими ус-
ловиями «0». Мы называем эти функционалы «функционалами кубитов» (потому 
что они являются функционалами от значений кубитов) и фокусируемся на их ро-
ли в том, как записи векторов квантового состояния коллективно модифицируются 
квантовыми вентилями. 

2. Роль элементарных вентилей в изменении элементов вектора состоя-
ния. Универсальность квантовых схем говорит о том, что любую унитарную опе-
рацию [17] можно разложить на последовательность 1-кубитных унитарных опе-
раций и вентилей CNOT. Рассмотрим произвольное n-кубитное квантовое состоя-

ние 





12

0
1

n

i

i ia  в качестве отправной точки, если применим 1-кубитные унитар-

ные единицы kU  только без вентилей CNOT, то к каждому кубиту q можно при-

менить не более одного kU  без избыточности. Это потому что все kU  на разных 

kq  моделируется так, что если, например 1U  уже был применен к 1q , то любой 
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дополнительный унитарный 1V , примененный к 1q  в любой точке после 1U , бу-
дет эквивалентен одному вентилю 1W  = 1V 1U , примененному к 1q , таким обра-
зом, применение более одного вентиля к одному и тому же кубиту является избы-
точным и может быть сократились до одних вентилей. Далее для анализа состоя-
ния фактических эффектов однокубитных унитарных единиц [18], изучаем трех-

кубитное состояние 



7

0
1

i

i ia  без ограничения общности: 

    (1)
 

где 1-кубитный kU  имеет ту же основную форму 












13

21

uu

uu
U , применяющую-

ся к k-му кубиту kq : т.е. ,1 IIUU  IUIU 2 , UIIU 3  счи-
таются вещественными для более ясных обозначений; это допущение не приводит 
к потере общности рассуждений и результатов ниже, поскольку по сравнению с 
использованием комплексных чисел видим, что 1U  соединяет a0 с a4, a1 с a5, a2 с 
a6 и a3 с a7. Когда концентрируемся на одной паре, например a0 и a4, эффект 1U  
эквивалентен 























4102

4201

4

0

auau

auau

a

a
U ,                                          (2) 

поэтому можем сказать, что a0 играет роль «0» в этом двумерном подпространстве, а 
a4 играет роль «1». Теперь видим, что эффект U1 заключается в разделении общего 
пространства на четыре двумерных подпространства, а затем изменяем элементы в 
парах [(a0, a4), (a1, a5), (a2, a6), (a3, a7)], где 1-я запись в каждой скобке считается 
«0», а 2-я запись считается «1». Точно так же эффект U2 может быть представлен 
как [(a0, a2), (a1, a3), (a4, a6), (a5, a7)], а эффект U3 может быть представлен как  
[(a0, a1) , (а2, а3), (а4, а5), (а6, а7)]. U1, U2 и U3 могут применяться одновременно, 
но они сохраняют отдельные эффекты при рассмотрении отдельных гейтов. Теперь 
для U1 [(a0, a4), (a1, a5), (a2, a6), (a3, a7)] означает, что разделили все пространство 
на два полупространства с базисными состояниями с q1 = 0: {|000> ∼ a0, |001> ∼ a1, 
|010> ∼ a2, |011> ∼ a3} против q1 = 1: {|100> ∼ a4, |101> ∼ a5, |110> ∼ a6, |111> ∼ a7}; 
затем мы соединяем каждый термин q1 = 0 с уникальным термином q1 = 1 и смешива-
ем их, чтобы получить, например 


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       или       






















5112

5211

5

1

auau

auau

a

a
U .                  (3) 

Наконец вернем все эти пары в нужное место. Получаем векторный результат 
U1ϕ1. Точно так же U2 делит все пространство на два полупространства с базис-
ными состояниями с q2 = 0 по сравнению с q2 = 1, а U3 разделяет на полупро-
странства с q3 = 0 по сравнению с q3 = 1. 
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(4)

 

В уравнении (4) применяем 21CNOT , а затем 32CNOT  для получения '
1 , 

где i → j в нижних индексах означает, что iq  – это контроль, а jq  – цель. Изучая 
таблицу истинности вентилей CNOT, 21CNOT  вычисляет q1 ⊕ q2 и сохраняет 
его значение в q2, а затем 32CNOT  вычисляет q1 ⊕ q2 ⊕ q3 и сохраняет свое 
значение в q3. Другими словами, после применения 21CNOT  и 32CNOT  значе-
ние q2 теперь представляет собой значение q1 ⊕ q2, а значение q3 теперь пред-
ставляет значение q1 ⊕ q2 ⊕ q3 по сравнению с состоянием ϕ1 перед применени-
ем двух вентилей CNOT. Поскольку и q1 ⊕ q2, и q1 ⊕ q2 ⊕ q3 являются линей-
ными функционалами в V , можем понимать вектор ϕ′ как имеющий функцио-
нальную конфигурацию f1 = q1, f2 = q1 ⊕ q2, f3 = q1 ⊕ q2 ⊕ q3 по сравнению с к 
ϕ1, имеющему f1 = q1, f2 = q2, f3 = q3 . Теперь предсказываем, что если сейчас 
применим унитарные единицы с 1 кубитом к ϕ′, U1 по-прежнему будет разделять 
общее пространство на два полупространства на базисных состояниях с q1 = 0 по 
сравнению с q1 = 1. U2 теперь разделится на два полупространства с q1 ⊕ q2 = 0 
против q1 ⊕ q2 = 1, а U3 разделится на два полупространства с q1 ⊕ q2 ⊕ q3 = 0 
против q1 ⊕ q2 ⊕ q3 = 1. Действительно, это предсказание проверяется путем 
выполнения ϕ 'таким же образом, как в уравнении (1): 

        
(5)

 

В уравнении (3) видим, что эффект U1 равен [(a0, a6), (a1, a7), (a2, a4), (a3, a5)] 
с теми же элементами «0» и «1», но с разными парами из предыдущего набора  
[(а0, а4), (а1, а5), (а2, а6), (а3, а7)]. С другой стороны, эффект U2 таков [(a0, a3),  
(a1, a2), (a6, a5), (a7, a4)], где «0» элементов теперь равны {a0, a1, a6, a7} – эти элемен-
ты исходного вектора ϕ1 (не ϕ′) соответствуют {|000> ∼ a0, |001> ∼ a1, |110> ∼ a6, 
|111> ∼ a7}, так что действительно для этих элементов q1 ⊕ q2 = 0. Точно так же эф-
фект U3 [(a0, a1), (a3, a2), (a6, a7), (a5, a4)], где «0» элементы равны {a0, a3, a6, a5}, 
которые соответствуют q1 ⊕ q2 ⊕ q3 = 0 в исходном векторе ϕ1. 

3. Характеристика квантовых схем с функциональными конфигурация-
ми. Теперь, когда получили эти результаты, можно представить идею использова-
ния функциональных конфигураций кубитов для характеристики квантовых схем. 
Начиная с произвольного начального состояния [19] функциональную конфигура-

цию кубита 



7

0
1

i

i ia  можно рассматривать как наборы с функциональной 

конфигурацией кубита. Пока не задействован вентиль CNOT, эта традиционная 
конфигурация остается в силе и определяет уникальное правило для всех возмож-
ных однокубитных унитарных единиц: какие записи считаются «0», которые счи-
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таются «1», и как записи «0» и «1» объединяются в пары для каждого 
kU . Пока 

конфигурация остается на месте, максимальное количество 
kUn 3  может быть 

применено с одним унитаром на каждый кубит, и любой дополнительный унитар с  
1 кубитом будет избыточным. После того, как последняя 

kU  в этой конфигурации 
применяется и до того, как вычисляется первый CNOT, состояние изменится на 





7

0
2

i

i ib  с новыми записями в векторе состояния. Теперь предположим, что 

применяется последовательность вентилей CNOT прямо перед тем, как происходит 
следующее 

kU , записи не изменяются, а только перемешиваются, это создает новый 
уровень функциональной конфигурации, такой как f1 = q1, f2 = q1 ⊕ q2, f3 = q1 ⊕ 
q2 ⊕ q3, рассмотренные выше. Этот второй уровень функциональной конфигура-
ции, который сейчас используется, определяет свое собственное уникальное правило 
для всех возможных однокубитных унитарных единиц, которые происходят после, 
но до применения следующего вентиля CNOT. Повторяя этот процесс, можем ана-
лизировать любые произвольные квантовые схемы следующим образом. На рис. 1 
произвольная квантовая схема может быть разложена на чередующиеся последова-
тельности 1-кубитных элементов 

kU  и CNOT. Каждая последовательность CNOT 
подготавливает текущее квантовое состояние в новый уровень функциональной 
конфигурации кубита, чтобы указать правило для следующей последовательности 

kU  о том, как общее пространство должно быть разделено на элементы «0» и «1» и 
как «0» и «1» » записи парные. В частности, любой 

kU  находит соответствующие 

записи «0» и «1» в соответствии с k-м функционалом kf , а шаблон спаривания оп-
ределяется всей функциональной конфигурацией. После завершения этой последо-
вательности kU  непосредственно перед началом следующей последовательности 
CNOT, создается квантовое состояние с новыми элементами, которое затем можно 
использовать в качестве начального состояния для следующей итерации. Этот про-
цесс можно повторять много раз до тех пор, пока не будет достигнут конец схемы, 
где последний уровень функциональной конфигурации задает правило для резуль-
тирующей последовательности 

kU для создания конечного состояния [20]. Вместе 
все слои функциональных конфигураций образуют последовательность конфигура-
ций, позволяющую определить тип квантовых схем. Разложение произвольной 
квантовой схемы на вентили с 1 кубитом и вентили CNOT предназначено для созда-
ния функциональных конфигураций кубита, т.е. это только для теоретического ана-
лиза и, таким образом, не увеличивает нагрузку на реализацию схем. 

 
Рис. 1. Графическая иллюстрация произвольной квантовой схемы, 

проанализированной с использованием нескольких слоев функциональных 

конфигураций кубитов 
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Используем символ 
kU  для обозначения «любого 1-кубитного вентиля на k-

м кубите», таким образом, 
kU  не является конкретным вентилем и может пред-

ставлять разные 1-кубитные вентили на разных уровнях. Глубина последователь-
ности полиномиальна, т.е. если длина исходной квантовой схемы полиномиально 
масштабируется с количеством кубитов, то и последовательность декомпозиции 
также полиномиально масштабируется. Это означает, что можем эффективно 
классифицировать и охарактеризовать любую полиномиальную квантовую схему с 
помощью нашего метода функциональной конфигурации кубита. Далее продемон-
стрируем применение картины функциональной конфигурации на рис. 1 для ана-
лиза аппаратно-эффективных анзацев [21], которые широко используются в ва-
риационных квантовых алгоритмах. Функциональная конфигурация кубита №1: 

f1 = q2 ⊕ q3 ⊕ q4 ⊕ q5 ⊕ q6, f2 = q1 ⊕ q2, f3 = 

= q1 ⊕ q2 ⊕ q3, f4 = q1 ⊕ q2 ⊕ q3 ⊕ q4.                               (6) 

f5 = q1 ⊕ q2 ⊕ q3 ⊕ q4 ⊕ q5, f6 = q1 ⊕ q2 ⊕ q3 ⊕ q4 ⊕ q5 ⊕ q6.         (7) 

Функциональная конфигурация кубита №2: 

f1 = q1 ⊕ q2, f2 = q2, f3 = q1 ⊕ q2 ⊕ q3, f4 = q2 ⊕ q4, f5 = 

= q4 ⊕ q5 ⊕ q6, f6 = q6.                                                 (8) 

В уравнениях (6, 7) и (8) различия между двумя анзацами соответствуют 
функциональными конфигурациями кубитов. Например, в уравнении (8) f2 и f6 
по-прежнему сохраняют свои начальные значения q2 и q6, а в уравнении (7) изме-
нены все функционалы кубитов. В общем, кубитовые функционалы в уравнении 
(7) содержат больше кубитных членов [22], чем в уравнении (8), поэтому следует 
ожидать, что кубиты схемы на рис. 2 будут более взаимосвязаны, чем кубиты на 
рис. 3. В этом конкретном случае анзацы будут повторять одну и ту же функцио-
нальную конфигурацию для всех последующих слоев; однако, если применим тео-
рию к другим типам квантовых схем, таким как схема квантового преобразования 
Фурье [23], каждый уровень может иметь различную функциональную конфигу-
рацию, и вся последовательность конфигурационных уровней характеризует схе-
му. До сих пор сравнение уравнений (6, 7) и (8) фокусируются на структурных 
различиях между двумя функциональными коннекторами кубитов. Для любой 
квантовой схемы можем сгенерировать уровни функциональной конфигурации 
кубита, анализируя квантовые элементы один за другим. Это означает, что стои-
мость применения метода к данной квантовой схеме должна быть сравнима с дли-
ной схемы, которая может быть полиномиальной или экспоненциальной по коли-
честву кубитов. Действительно, функциональная конфигурация кубита описывает 
характерные свойства квантовой схемы и, следовательно, должна иметь такое же 
масштабирование сложности, как и сама схема. Изучение квантовых схем с точки 
зрения типов функциональной конфигурации кубита имеет ряд преимуществ: 

1. Поскольку процесс является совершенно общим, любая произвольная 
квантовая схема может быть проанализирована с помощью этой картины и, таким 
образом, принадлежит к одному из типов, определяемых последовательностью 
функциональных конфигураций. 

2. Для любого конкретного уровня функциональной конфигурации можно 
применять без избыточности максимальное количество n 1-кубитных унитарных 
единиц, по одной унитарной единице на каждый кубит. Кроме того, количество 
вентилей CNOT, необходимых для достижения любой заданной функциональной 
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конфигурации, также ограничено. Следовательно, общая длина L [24] квантовой 
схемы тесно связана с общим количеством N слоев функциональной конфигура-
ции в схеме. Другими словами, картина функциональной конфигурации отражает 
важное свойство сложности схемы.  

3. Любая конкретная последовательность функциональных конфигураций 
содержит характеристическую информацию о том, как элементы вектора состоя-
ния коллективно модифицируются унитарными единицами из 1 кубита, не фикси-
руя фактические последовательности 

kU  – это позволяет нам сгруппировать 
большой набор квантовые схемы вместе должны быть отнесены к одному типу, 
определяемому последовательностью функциональной конфигурации. Фактиче-
ски, поскольку параметры любого однокубитного унитарного устройства могут 
непрерывно изменяться в области комплексных чисел, существует бесчисленное 
множество возможных квантовых цепей заданной длины. Однако для последова-
тельности функциональных конфигураций заданной длины существует только 
конечное число возможных последовательностей, поэтому можем классифициро-
вать несчетно бесконечный набор с конечным числом типов. Любой конкретный 
тип квантовых схем имеет свою уникальную последовательность функциональных 
конфигураций, и каждый уровень функциональной конфигурации определяет уни-
кальный способ, которым однокубитные унитарные схемы работают с элементами 
вектора состояния. Двойственность между линейным функциональным простран-
ством V  и пространством битовых строк V приводит к однозначному соответст-
вию между каждым функционалом и уникальным разделением битовых строк, 
определяемым двумя заданными полумножествами, установив «0» и «1» для 
функционального значения соответственно. Когда 

kU  воздействует на kq , раз-

биение kf  указывает, какие элементы равны «0», а какие – «1», в то время как 
разбиения всех других функционалов определяют, как элементы «0» сочетаются с 
элементами «1». Следовательно, если конкретный функционал kf  появляется в 
одной конфигурации, но не появляется в другой, то 1-кубитные унитарии [25] бу-
дут вести себя по-разному в двух конфигурациях, и, таким образом, две квантовые 
схемы с разными типами конфигураций будут иметь разные характеристики. Од-
нако, когда несколько уровней конфигураций присутствует, то каждая соответст-
вующая конфигурация должна переставляться таким же образом, чтобы эта экви-
валентность сохранялась. Например f1, f2, f3 → f4, f5, f6 эквивалентно f3, f1, f2 → 
f6, f4, f5, но не f3, f1, f2 → f4, f6, f5. Отсюда можем заключить, что типы кванто-
вых цепей, определяемые различными последовательностями функциональных 
конфигураций, в общем случае не пересекаются друг с другом. Последователь-
ность позиций часто сталкивается с проблемой наличия нескольких последова-
тельностей вентилей, которые производят одну и ту же общую унитарную опера-
цию, а это означает, что последовательности вентилей не однозначно характери-
зуют квантовые схемы. Однако в картине функциональной конфигурации все эти 
«эквивалентные» последовательности вентилей должны создавать одну и ту же 
последовательность функциональной конфигурации, а типы, определяемые после-
довательностями функциональной конфигурации, однозначно характеризуют 
квантовые схемы. 

4. Количество возможных типов функциональной конфигурации. Теперь 
возникает естественный вопрос: сколько существует возможных типов функцио-
нальной конфигурации для одного слоя и для фиксированного числа слоев. Для 
одного слоя, поскольку функциональное пространство двойственно пространству 
битовых строк с n2  элементами, имеется n2  функционалов. За исключением 
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функционала «0», есть n2 -1 на выбор и n мест для их размещения. Самым наив-
ным подсчетом было бы nn )12(  , но не все из них являются допустимыми кон-
фигурациями. Чтобы увидеть это первое замечание, что невозможно, чтобы повто-
ряющиеся функциональные возможности появлялись в двух или более разных 
местах. Если есть конфигурация f1, f2 = f1, f3..., fn, то вектор состояния будет 
иметь только элементы, связанные с базисными состояниями |00...> и |11...>, но не 
|01.. .> и |10...> (половина всех размерностей потеряна для вектора состояния), и 
это не всегда может быть выполнено, когда начальное состояние выбрано произ-
вольно. Оказывается, это правило неповторяемости является частным примером 
более общего условия допустимых конфигураций: для конфигурации f1, f2, f3..., fn 
ни одна из kf  для k = 1, 2,... , n может быть суммой любого числа других функ-
ционалов. Это потому, что в противном случае, если, например. f7 = f1 + f2 + f5, то 
значение f7 больше не является свободным, так что подпространство, определяе-
мое f1, f2, f5, f7, становится f1, f2, f5, и половина измерений потеряна для вектора 
состояния. Когда мы рассматриваем функционалы как элементы линейного про-
странства V , то требование, чтобы любой kf  не был суммой любого числа дру-
гих функционалов, является одним и тем же требованием линейной независимости 

для всех kf  для k = 1, 2, ..., n таких, что 0
1




n

k

kk fс  имеет только тривиальное 

решение всех равно 0. Эта линейная независимость автоматически обеспечивается 
за счет использования CNOT-вентилей для создания функциональных конфигура-
ций. Чтобы увидеть это, начните с любой конфигурации f1, f2, f3..., fn со всеми 
линейно независимыми функционалами, затем применение 

hjCNOT 
 заменит fh 

на fj + fh, который по-прежнему линейно независим от всех других функционалов. 
Таким образом, любой вентиль CNOT не может нарушить линейную независи-
мость, начиная с линейной независимости. Начальная конфигурация любой кван-
товой схемы такова: f1 = q1, f2 = q2, f3 = q3..., fn = qn, которая имеет линейную 
независимость для всех функционалов, так что любая последовательность CNOT 
автоматически обеспечивает линейную независимость. Теперь вернемся к подсче-
ту возможных конфигураций для одного слоя, учитывая линейную независимость, 
есть n2 -1 вариантов для f1, n2 -2 для f2, …, для kf  имеется 

fN  вариантов: 







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1
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i

knn

f ikCnkN .                          (9) 

Таким образом, общее возможное количество конфигураций для одного слоя: 
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1
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Теперь о нескольких слоях, для ясности усиливаем определение слоев функ-
циональных конфигураций. Начнем с начального состояния ϕ1 и начальной кон-
фигурации f1 = q1, f2 = q2, f3 = q3 ..., fn = qn, если первый применяемый вентиль 
является унитарным с 1 кубитом в качестве первого слоя рассматриваем началь-
ную конфигурацию; если первый вентиль является вентилем CNOT (т.е. случай, 
полученный удалением первой последовательности kU  и объединением первых 
двух блоков), рассматриваем конфигурацию, созданную первой последовательно-
стью CNOT, как первый слой. После того, как первый уровень установлен, можно 
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применить последовательность 1-кубитных унитаров в соответствии с правилом, 
установленным этой конфигурацией, и до тех пор, пока нет вентиля CNOT, систе-
ма остается на первом уровне. Непосредственно перед следующей последователь-
ностью CNOT состояние изменяется на ϕ2, а конфигурация сбрасывается на  
f1 = q1, f2 = q2, f3 = q3..., fn = qn. Теперь применяется следующая последователь-
ность CNOT, и прямо перед следующим 1-кубитной унитарной последовательно-
сти создаем конфигурацию второго слоя, которая остается на месте до следующей 
CNOT последовательности. Последующие слои могут быть определены соответст-
вующим образом. Требуем, чтобы все слои после первого не могли быть началь-
ной конфигурацией f1 = q1, f2 = q2, f3 = q3..., fn = qn – иначе после сброса не при-
меняется вентиль CNOT, и мы можем комбинировать этот слой с предыдущий – 
тогда общее возможное количество типов, определяемых N слоями функциональ-
ных конфигураций, равно: 
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где 1)1)()((  N

cc nNnN  учитывает требование «все слои после первого не могут 
быть начальной конфигурацией», а n! учитывает эквивалентность из-за переста-
новки функционалов в первом слое. Чтобы получить конкретное представление о 

tN , для 5-кубитная система (подобная простейшим квантовым устройствам IBM 
[26], но с неограниченной связью между кубитами) на 1 уровне функциональной 
конфигурации включает:  
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Таким образом, число типов 
tN  может быть гигантским даже при весьма ма-

лых значениях n и N, но это разумно, поскольку мы рассматриваем все возможные 
квантовые схемы на n кубитах и N слоях с конечным числом типов. На самом деле 
гигантское число 

tN  иллюстрирует огромный потенциал квантовых вычислений, 
поскольку небольшое количество кубитов может поддерживать такое огромное 
разнообразие квантовых схем на нескольких слоях. Общее количество вентилей, 
необходимых для реализации любой из 

tN  возможных функциональных конфи-
гураций, является полиномиальным как по количеству кубитов, так и по количест-
ву кубитов. Это означает, что все 

tN  функциональных конфигураций могут быть 
эффективно достигнуты с помощью полиномиальной схемы, если номер слоя N 
полиномиален по n – следовательно, хотя 

tN  является гигантским, пока N поли-
номиально, мы действительно классифицируют все полиномиальные схемы, кото-
рые возможны с уравнением (8), так что классификация соответствует нашей 
практической потребности в квантовых вычислениях для разработки полиноми-
альных схем, которые могут быть эффективно реализованы.  
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Заключение. Теория функциональной конфигурации кубита представляет 
собой новый и перспективный подход к систематическому анализу и классифика-
ции квантовых схем. Развитие квантовых вычислений в последние десятилетия 
привело к значительному увеличению количества разработанных квантовых алго-
ритмов, предназначенных для различных задач. Однако, несмотря на успехи, оста-
ется вызов в разработке эффективных квантовых схем для реализации новых алго-
ритмов. В работе был предложен подход, основанный на функциональной конфи-
гурации кубита, который позволяет классифицировать квантовые схемы и систе-
матически исследовать их общие свойства. Теория функциональной конфигурации 
кубита описывает взаимосвязь между функционалами кубитов и тем, как элементы 
вектора состояния коллективно модифицируются квантовыми вентилями. Данная 
теория имеет потенциальное значение для оптимизации квантовых схем, посколь-
ку позволяет систематически находить минимальные последовательности деком-
позиции вентилей для заданных квантовых схем. Результаты этой работы могут 
быть применены для улучшения существующих алгоритмов и разработки новых, 
что содействует продвижению в области квантовых вычислений. 
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Е.Ю. Кисловский, А.В. Шандыбин, В.Н. Таран  

ПРОЕЦИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ РИККАТИ В ПОЛИНОМЫ ВОЛЬТЕРРА C ПРИМЕНЕНИЕМ 

МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Данная статья касается проблем моделирования нелинейных систем с памятью. Це-

лью работы является преобразование в операторный вид нелинейного дифференциального 

уравнения Риккати. Приводится краткий обзор подходов в моделировании нелинейных ди-

намических систем. Используя модель в виде функционального ряда Вольтерра, в работе 

решаются задачи проецирования исходного уравнения в дифференциальные уравнения с 

ядрами Вольтерра и решения полученных уравнений. Приведено краткое описание метода 

проецирования в гиперпространство с применением функциональной производной Фреше. 

Показано, что результат проецирования есть дифференциальные уравнения с решениями в 

виде ядер Вольтерра. Линейное ядро есть решение обыкновенного дифференциального 

уравнения, а ядра выше первого порядка находятся путем решения дифференциальных 

уравнений в частных производных по переменным временной области. В работе рассмат-

ривается модель  только с первыми двумя ядрами ряда. Особое внимание уделяется урав-

нению с билинейным ядром. Его поиск аналитическими методами более сложен относи-

тельно уравнения с линейным ядром, ввиду чего, в работе предпринята попытка расчета 

численным методом. Дано подробное описание разработанного алгоритма расчета били-

нейного ядра методом конечных элементов. Применяя данный метод, общая операторная 

модель будет иметь полуаналитическую структуру в виде суммы сверток с аналитиче-

ским линейным ядром и конечно-элементным билинейным ядром. Разработана оператор-

ная модель для слабо нелинейной системы. Для верификации данной модели проведено 

имитационное моделирование. Вычислительный эксперимент заключался в получении пере-

ходной характеристики на типовой сигнал управления в виде функции Хевисайда. Исполь-

зуя дискретный аналог операции свертки, были рассчитаны отклики линеаризованной и 

предложенной операторной модели. Полученные переходные характеристики сравнивались 

с эталонным решением, в качестве которого было принято решение исходного нелинейного 

уравнения методом Рунге-Кутта четвертого порядка. Показано, что разработанная опе-

раторная модель дает отклик ближе к эталонному, что подтверждается результатами 

расчетов соответствующих невязок.      

Дифференциальное уравнение Риккати; ряд Вольтерра; функциональная производная 

Фреше; метод конечных элементов; имитационное моделирование.    




