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Е.Ю. Кисловский, А.В. Шандыбин, В.Н. Таран  

ПРОЕЦИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ РИККАТИ В ПОЛИНОМЫ ВОЛЬТЕРРА C ПРИМЕНЕНИЕМ 

МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Данная статья касается проблем моделирования нелинейных систем с памятью. Це-

лью работы является преобразование в операторный вид нелинейного дифференциального 

уравнения Риккати. Приводится краткий обзор подходов в моделировании нелинейных ди-

намических систем. Используя модель в виде функционального ряда Вольтерра, в работе 

решаются задачи проецирования исходного уравнения в дифференциальные уравнения с 

ядрами Вольтерра и решения полученных уравнений. Приведено краткое описание метода 

проецирования в гиперпространство с применением функциональной производной Фреше. 

Показано, что результат проецирования есть дифференциальные уравнения с решениями в 

виде ядер Вольтерра. Линейное ядро есть решение обыкновенного дифференциального 

уравнения, а ядра выше первого порядка находятся путем решения дифференциальных 

уравнений в частных производных по переменным временной области. В работе рассмат-

ривается модель  только с первыми двумя ядрами ряда. Особое внимание уделяется урав-

нению с билинейным ядром. Его поиск аналитическими методами более сложен относи-

тельно уравнения с линейным ядром, ввиду чего, в работе предпринята попытка расчета 

численным методом. Дано подробное описание разработанного алгоритма расчета били-

нейного ядра методом конечных элементов. Применяя данный метод, общая операторная 

модель будет иметь полуаналитическую структуру в виде суммы сверток с аналитиче-

ским линейным ядром и конечно-элементным билинейным ядром. Разработана оператор-

ная модель для слабо нелинейной системы. Для верификации данной модели проведено 

имитационное моделирование. Вычислительный эксперимент заключался в получении пере-

ходной характеристики на типовой сигнал управления в виде функции Хевисайда. Исполь-

зуя дискретный аналог операции свертки, были рассчитаны отклики линеаризованной и 

предложенной операторной модели. Полученные переходные характеристики сравнивались 

с эталонным решением, в качестве которого было принято решение исходного нелинейного 

уравнения методом Рунге-Кутта четвертого порядка. Показано, что разработанная опе-

раторная модель дает отклик ближе к эталонному, что подтверждается результатами 

расчетов соответствующих невязок.      

Дифференциальное уравнение Риккати; ряд Вольтерра; функциональная производная 

Фреше; метод конечных элементов; имитационное моделирование.    
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E.Yu. Kislovskiy, A.V. Shandybin, V.N. Taran  

PROJECTION OF THE NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION RICCATI 
INTO VOLTERRA POLYNOMIALS USING THE FINITE ELEMENT 

METHOD 

This paper concerns the problems of modeling nonlinear causal systems. The aim of the pa-

per is to transform the nonlinear Riccati differential equation into operator form. The brief review 

of approaches to modeling nonlinear dynamic systems is provided. Problems of projection the 

original equation into differential equations with Volterra kernels and solving the resulting equa-

tions are solved for Volterra series model. A short description of the method of projection into 

hyperspace using the Frechet functional derivative is given. The result of projection is differential 

equations with solutions in the form of Volterra kernels is shown. The linear kernel is a solution to 

an ordinary differential equation, and kernels higher than first order are found by solving partial 

differential equations with respect to time domain variables. The model with only the first two 

kernels of the series is considered. Attention is paid to the equation with a bilinear kernel. Search 

of such kernel  by analytical methods is more complicated compared to the equation with a linear 

kernel, which is why this work attempts to calculate it using a numerical method. The detailed 

description of the developed algorithm for calculating the bilinear kernel using the finite element 

method is given. Using this method, the general operator model will the semi-analytic structure in 

the form of a sum of convolutions with the analytical linear kernel and the finite element bilinear 

kernel. An operator model for the weakly nonlinear system has been developed. The simulation 

modeling was done for verify the operator model. The computational experiment consisted of ob-

taining the transient response by test signal in the form of the Heaviside function. The responses of 

the linearized and proposed operator model were calculated using discrete convolution. The ob-

tained characteristics were compared with the fourth-order Runge-Kutta solution as a reference 

solution of the basic equation. The developed operator model gives a response closer to the refer-

ence response, which is confirmed by the results of residual calculations.  

Riccati differential equation; Volterra series; functional derivative Frechet; finite element 

method; simulation modeling.  

Введение. В центре внимания данной работы нелинейная модель в виде 
дифференциального уравнения Риккати. Неоднородная форма такого уравнения 
представляет собой функционал, который может отражать динамику ряда техни-
ческих систем [1–3]. Представляя эту модель подсистемой в составе более слож-
ных систем, возникает задача приведения такой модели в операторный вид (в ши-
роком смысле). Данная задача решается либо путем линеаризации исходной моде-
ли с последовательным включением блоков статической нелинейности [4–6], либо 
разложением в функциональный ряд Вольтерра [1, 7–9], где весовые функции 
включаются параллельно. Учитывая аналитический характер нелинейности в ис-
следуемом уравнении, второй подход более интересен, поскольку позволяет вы-
явить связь нелинейности с параметрами системы.  

Уравнение Риккати достаточно часто используется как иллюстративный 
пример, в том числе и в отработке методов идентификации и параметризации ядер 
Вольтерра [1, 3, 10–14]. Согласно методам [11, 13] ядра можно выразить подста-
новкой ряда в исходный функционал как выход системы и продифференцировать 
по аргументу функционала. Результатом таких преобразований будут дифферен-
циальные уравнения с ядрами Вольтерра в качестве решений. Показанные реше-
ния хорошо согласуются с Фурье образами, полученными с использованием мето-
да испытательных сигналов [1]. Такой результат можно считать приемлемым для 
ретроспективного использования модели, однако для оперативных приложений 
необходимы функции времени. Вне зависимости от того, получены ли дифферен-
циальные уравнения или передаточные функции, поиск решений в виде аналити-
ческих функций времени для ядер выше первого порядка может оказаться весьма 
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сложным. В рамках данной работы предпринята попытка получить билинейное 
ядро, характеризующее систему, заданную дифференциальным уравнением Рикка-
ти с помощью метода конечных элементов (МКЭ).  

Постановка задачи. Пусть функционал F[x(t)] определяющий динамику сис-
темы задан дифференциальным уравнением вида: 

2)()()( tNytMytx
dt

dy
T  ,                                      (1) 

где y(t) – выход системы, x(t) – вход системы, T, M и N – некоторые параметры, 
характеризующие систему. В соответствии с поставленной целью необходимо 
преобразовать модель (1) в ряд интегралов сверток с весовыми функциями h1,.., hk: 

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0

( ) ( ) ( ) ... ... ( ,..., ) ( )... ( ) ...
t t t

k k k ky t y h t x d h t t x x d d                  .  (2) 

Руководствуясь представлениями о ряде Вольтерра как о функциональном 
аналоге ряда Тейлора [13, 15], справедливо следующее тождество: 
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где через δ обозначен сильный дифференциал.     
Условимся считать, что система причинна и стационарна. Учитывая наи-

большее влияние в выходе системы сверток с одинарным и двойным интегралом, 
ограничимся рассмотрением лишь линейного и билинейного ядер. Для поиска этих 
ядер из тождества (3) используются следующие выражения: 
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Однократное дифференцирование по Фреше результата подстановки (2) в (1) 
есть дифференциальное уравнение с решением в виде линейного ядра: 

)()(δ 1
*1 tMht

dt

dh
T  ,                                             (4) 

где δ* означает дельта-функцию Дирака. Последующее дифференцирование (4) 
дает дифференциальное уравнение в частных производных: 
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Более подробно алгоритм получения (4) и (5) описан в [16]. Выражения (4), 
(5) можно получить методом испытательных сигналов. Так, в [1] для нелинейной 
электронной системы, модель которой также задана (1), получены частотные ха-
рактеристики: 
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Если ввести частотно-зависимые переменные p в (4) и (5), получим анало-
гичные передаточные функции: 
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Нетрудно убедиться, что (6) и (7) являются изображениями решений (4) и (5). 
Учитывая накопленный опыт в области анализа и синтеза систем управления, по-
иск оригинала для линейного ядра (6) несложен, чего нельзя сказать про билиней-
ное ядро. Так, в (7) наличие символьных параметров может существенно услож-
нить использование известных табличных значений [17, 18] для обратного преоб-
разования Лапласа. Более простой и универсальный способ расчета ядер во вре-
менной области заключается в поиске их численных аналогов. Таким образом, 
основная задача заключается в решении дифференциального уравнения (5) с ис-
пользованием МКЭ.  

Алгоритм расчета конечно-элементного ядра. Пусть область определения 
h2 представляет собой квадрат, а в качестве граничных условий первого рода при-
мем h2(t1,t2)=0 при t1<0 или t2<0, что следует из свойства причинности рассматри-
ваемой системы.  

Линейное ядро для (1) представляет собой апериодическое звено: 
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Перепишем (5) используя известное аналитическое решение уравнения (4): 
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При решении данной задачи с помощью МКЭ воспользуемся прямой форму-
лировкой МКЭ [19]. Аппроксимируем (8) с помощью треугольных элементов, за-
данных уравнением: 

2121 ),( ctbtatth  , 

где a, b и c – параметры формы элемента. Вид разбиения области определения на 
элементы представлен на рис. 1.   

 
Рис. 1. Сетка конечных элементов 
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Отметим, что ребра элементов в квадрантах с отрицательными значениями t1 
или t2, допустимо делать меньше, поскольку в последующем расчете отклика сис-
темы, данные области использоваться не будут. Далее в записях верхними индек-
сами в скобках будет указываться принадлежность одному из трех узлов рассмат-
риваемого элемента. Положение ребер каждого треугольника задается весами: 
h

(1)(t1
(1),t2

(1)), h(2)(t1
(2),t2

(2)) и h(3)(t1
(3),t2

(3)). Чтобы определить параметры поверхности 
образованной вершинами элемента составляется система уравнений: 
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Символьное решение этой системы дает связь параметров формы с неизвест-
ными значениями весовых функций в узлах:  
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Теперь можно переписать приближенную функцию в виде: 

2
)3()2()1(

1
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21 ),,(),,(),,(),( thhhcthhhbhhhatth  .       (9) 

Подстановка (9) в (8) как аналог h2 и расчет частных производных даст сле-
дующий результат: 
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Последовательная подстановка пар координат каждого из узлов треугольника 
в качестве переменных t1 и t2 в (10) позволяет сформировать систему линейных 
уравнений:  
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В данной системе Snm – есть множитель, образованный парами констант 
времени m и парами переменных времени n при неизвестных значениях узлов 
h

(m). Данные множители используются для формирования локальной матрицы 
Дирихле:    
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Чтобы избежать слишком громоздкой записи приведем лишь первые два 
множителя этой матрицы: 
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Для формирования глобальной матрицы Дирихле используются дополни-
тельные линейные формы: 

    CSCS d

T
][ , 

где [C] – матрица связи узлов, а [Sd] – разреженная глобальная матрица по главной 
диагонали, которой находятся локальные матрицы [Sl] каждого элемента расчет-
ной сетки. Формирование матрицы [C] осуществляется аналогично примерам, 
описанным в [20]. Матричное уравнение с глобальной матрицей будет иметь вид: 

    rhS  ,                                                     (12) 

где {r} – вектор, образованный правой частью (10) с соответствующими перемен-
ными времени, {h} – вектор значений весовой функции в узлах сетки. Введенные 
отрицательные моменты в расчетной сетке имеют "технологический" характер и 
необходимы для учета граничных условий, вследствие чего требуется корректи-
ровка (11). Это выражается в переносе в правую часть произведений с известными 
элементами вектора {h}. В матричной форме решение задачи можно представить 
следующим образом: 

         sfsffff hSrSh 
1 .                                      (13) 

В (13) линейные формы получены перегруппировкой элементов в [S] и {h} из 
уравнения (12). Индексом f обозначена принадлежность к неизвестным значениям 
h, при этом данные элементы в перестроенных матричных объектах записываются 
первыми. Элементы, связанные с известными узлами отмечены индексом s и запи-
сываются последними.  

Для расчета весовых функций примем параметрами системы следующие зна-
чения: T=0.3, N=0.1 и M=1. Интерполяция значений h2 между узлами выполняется 
с использованием (9) и проверки принадлежности к определенному элементу рас-
четной сетки. Вид билинейного ядра с интерполяцией представлен на рис. 2.     

   
Рис. 2. Вид конечно-элементного билинейного ядра 
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Верификация решения. Для верификации модели выполним имитационное 
моделирование, в условиях которого модель системы будет возбуждаться сигна-
лом x(t) в виде функции Хевисайда. Расчет вектора выхода системы, получим с 
помощью дискретных аналогов сверток: 

21
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где Δt есть величина шага интегрирования. Ограничим область определения неот-
рицательными переменными времени расчетной сетки.  

Погрешность модели будем рассчитывать относительно численного решения 
(1) методом Рунге-Кутта четвертого порядка используя метрику: 





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




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i i

ii

B
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n
E

1

2
1 ,                                             (14) 

где A – значение выхода верифицируемой модели, B – значение выхода эталонной 
модели (метод Рунге-Кутта), n – длина выходного вектора. Поскольку в приклад-
ных задачах модель со слабо выраженной нелинейностью была бы линеаризована, 
уместно будет сравнить выход суммы двух сверток с выходом линеаризованной 
модели. Отклик линеаризованной модели был рассчитан с помощью дискретной 
свертки вектора входа с вектором значений решения (4).  

На рис. 3 штриховой линией показан выход линеаризованной модели, пунк-
тирной линией показан выход модели в виде суммы линейного и билинейного 
ядер, сплошная линия показывает результат расчета методом Рунге-Кутта.   

 
Рис. 3. Вид выходных функций 

Из графика видно, что модель в виде суммы ядер дает отклик ближе к эта-
лонному. Ошибка по метрике (14) для линеаризованной модели составляет 0.035, а 
для структуры с двумя ядрами 0.014.  

Заключение. Дано краткое описание метода проецирования моделей дина-
мических систем в гиперпространство. Показаны результаты проецирования ис-
ходного уравнения Риккати в дифференциальные уравнения с линейным и били-
нейным ядрами Вольтерра. Приведен подробный алгоритм решения методом ко-
нечных элементов уравнения с билинейным ядром характерным для системы с 
сосредоточенными параметрами. На основе линейного и билинейного ядер разра-
ботана полуаналитическая модель. Выполнено имитационное моделирование, по 
результатам которого рассчитаны невязки относительно эталонного решения ис-
ходного уравнения методом Рунге-Кутта. Показано, что невязка отклика разрабо-
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танной операторной модели в 2.5 раза меньше аналогичной невязки линеаризован-
ной модели. Отметим также, что полученное значение ошибки может быть 
уменьшено либо путями типичными для МКЭ, что заключается в выборе иных 
функций элементов, в уменьшении ребер элементов и увеличении общего числа 
элементов в сетке, либо путем усложняющим общую операторную модель ядрами 
более высоких порядков. 
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Н.С. Кривша, В.В. Кривша, С.А. Бутенков 

АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ ГИБРИДНЫЕ СТРУКТУРЫ ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ РЕАЛИЗАЦИИ НЕЙРОННЫХ 

СЕТЕЙ ГЛУБОКОГО ОБУЧЕНИЯ 

Предлагается новый подход к организации вычислительных структур слоев и меж-

слойных связей при построении искусственных нейронных сетей для решения широкого 

круга задач обработки многомерных данных. Основной проблемой построения сетей глубо-

кого обучения является необходимость введения большого количества параметров обуче-

ния сети. Имеющиеся рабочие экземпляры таких сетей содержат миллиарды параметров, 

что позволяет достигать высокой эффективности применения таких сетей. Обратной 

стороной такой широко используемой структуры сетей в виде многослойных сверточных 

структур являются высокие затраты на обучение сетей с большим количеством струк-

турно схожих слоев свертки методом обратного распространения. Решение проблемы 

повышения эффективности таких многослойных структур может быть найдено в приме-

нении гибридных слоев, реализующих операции гранулирования данных, которые были раз-

виты в наших работах. В новых гибридных моделях вместо векторных значений парамет-

ров обучения используются матричные информационные элементы, позволяющие кодиро-

вать подмножества значений данных (информационные гранулы) вместо кодирования 

отдельных точек данных, как в классических сверточных сетях. Предложенные гибридные 

слои обучаются без учителя и допускают параллельную реализацию алгоритмов обучения, 

что принципиально отличается от последовательных алгоритмов обратного распростра-

нения. В результате вычислительная эффективность применения подобных гибридных 




