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ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ОПЕРАТОРОВ МЕЛЛИНА И НЕКОТОРЫЕ  
ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯ В ОБРАБОТКЕ СИГНАЛОВ 

В развитие теории и ее приложений для обработки процессов, несущих информацию, 

важную роль сыграли интегральные преобразования. Математически интегральные пре-

образования осуществляют отображение пространства исходной переменной в новое 

пространство новой переменной, то есть осуществляют отображение множеств эле-

ментов пространства типа «много в одно». В теории сигналов широкое применение полу-

чило интегральное преобразование Фурье не только как представление сигналов, но и в их 

спектральном анализе. Интегральное преобразование Гильберта послужило в качестве 

развитие теории цифрового представления широкополосных сигналов. В работе рассмат-

риваются вопросы теории интегрального преобразования Меллина не так известного, как 

предыдущие, для его использования при обработке сигналов, помех и некоторых задач, 

имеющих прикладной характер в теории сигналов. Приводится теория спектрально-

корреляционного анализа случайных процессов в базисе интегрального преобразования Мел-

лина. В частности, на ее основе доказана теорема (аналог теоремы Винера-Хинчина для 

преобразования Фурье) о связи корреляционной функции шума в базисе преобразования Фу-

рье со спектральной плотностью мощности шума в базисе преобразования Меллина. Эти 

результаты могу быть положены в основу синтеза алгоритмов обработки сигналов на 

фоне помех в базисе интегрального преобразования Меллина. На его основе разработана 

функциональная структура обнаружителя сигналов на фоне гауссовых шумов с неизвест-

ными априори корреляционной функцией и длительностью сигнала. Следует отметить, 

что в работе авторов рассмотрены довольно сложные математические выкладки. Начи-

нающим знакомится с интегральным преобразованием Меллина рекомендуем в первую оче-

редь изучить учебное пособие. 

Преобразования Меллина; теория операторов; цифровая обработка сигналов. 

A.M. Makarov, A.S. Ermakov 

INTRODUCTION TO MELLIN OPERATOR THEORY AND SOME  
OF ITS APPLICATIONS IN SIGNAL PROCESSING 

Integral transformations have played an important role in the development of the theory and 

its applications for processing information-bearing processes. Mathematically, integral transfor-

mations map the space of the original variable into a new space of a new variable, that is, they 

map sets of elements of the space of the "many into one" type. In signal theory, the integral Fouri-

er transform has been widely used not only as a representation of signals, but also in their spectral 

analysis. The Hilbert integral transformation served as a development of the theory of digital rep-

resentation of broadband signals. The paper discusses the theory of the integral Mellin transform, 

which is not as well known as the previous ones, for its use in signal processing and interference, 

as well as some problems of an applied nature in signal theory. We presented the theory of spec-

tral correlation analysis of random processes in the basis of the integral Mellin transform. In par-
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ticular, a theorem (analogous to the Wiener-Hinchin theorem for the Fourier transform) is proved 

on its basis on the relationship of the correlation function of noise in the basis of the Fourier 

transform with the spectral density of noise power in the basis of the Mellin transform. These re-

sults can be used as the basis for the synthesis of signal processing algorithms against interference 

in the basis of the integral Mellin transform. Based on it, the functional structure of the signal 

detector has been developed against the background of Gaussian noise with unknown a priori 

correlation function and signal duration. It should be noted that the authors' work considers ra-

ther complex mathematical calculations. For beginners who get acquainted with the integral 

Mellin transformation, we recommend that you first familiarize yourself with the textbook. 

Mellin transforms; operator theory; digital signal processing. 

Введение. Важную роль в различных приложениях сыграли разные инте-
гральные преобразования, например, Фурье, Гильберта и Меллина [2–11]. 

Важную роль в теории цифрового представления информации сыграло пре-
образование Гильберта, позволившее распространить цифровую обработку на ши-
рокополосные сигналы. 

Известно применение интегрального преобразования Меллина, обеспечи-
вающее масштабную инвариантность порогов решающих правил к масштабным 
изменениям анализируемых сигналов [12]. Следует отметить, что преобразование 
Меллина уже получило отражение в работе [1] в качестве учебного пособия для 
обучения студентов. 

Весьма интересно отметить применение теории интегрального преобразова-
ния Меллина в физических приложениях. Особый интерес представляет теория 
решения интегральных уравнений Фредгольма на основе мультипликативной ха-
рактеристической функции, порождаемой интегральным преобразованием Мелли-
на. В работе приведена основная теорема о равенстве Парсеваля, позволяющая 
применять интегральное преобразование Меллина в приложениях обработки сиг-
налов. Приводится теория спектрально-корреляционного анализа случайных про-
цессов в базисе интегрального преобразования Меллина [13], в частности, на ее 
основе доказана теорема (аналог теоремы Винера-Хинчина для преобразования 
Фурье), результаты которой приводят к осуществлению процедуры синтеза  опти-
мального приемника сигналов на фоне неизвестной корреляционной функции шу-
ма [14]. На его основе разработана функциональная структура обнаружителя сиг-
налов на фоне гауссовых шумов с неизвестными априори корреляционной функ-
цией и длительностью сигнала. 

Разработана теория операторов, порождаемых сверткой Меллина, позволяю-
щая решать широкий класс дифференциальных уравнений Фредгольма второго 
рода, и, что особенно важно, находить пары ядер взаимно обратимых интеграль-
ных преобразований по заданному одному из ядер. 

Как показывают результаты исследований, которые приведены в статье, пре-
образование Меллина прошло путь от математической теории до разработки ее 
конкретных приложений. В этом направлении авторами статьи разработана теория 
параметрически периодических тригонометрически-логарифмических функций. 
Полученные результаты позволяют поставить задачу создания цифровой модели 
реализации преобразования Меллина как единого модуля в виде отдельной вычис-
лительной процедуры. 

Целью представления работы является некоторое подведение итогов работы 
авторов в области развития методов и приложений теории интегрального преобра-
зования Меллина к обработке сигналов на фоне помех, что и обусловило исполь-
зование некоторого учебного стиля изложения материала. Мы посчитали это воз-
можным для ознакомления с основами преобразования Меллина начинающих мо-
лодых ученых, аспирантов и магистров технических специальностей. 
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1. Определения и равенство Парсеваля. Приведем определение понятия о 
тригонометрически-логарифмических функциях. Под ними понимаются функции, 
порождаемые ядрами интегрального преобразования Меллина. 

                                   

          кольцо сходимо ти интеграла  

          
или  

                                       причем        

Основное свойство этих функций при их применении в качестве ядер инте-
гральных преобразований – масштабная инвариантность модуля образа преобра-
зования. Этим свойством  обладает интегральное преобразование Меллина. Три-
гонометрически-логарифмические функции его ядра являются параметрическими 
и периодическими с периодом, равным                

Теорема: Пусть                   в некоторой окрестности           
точки       имеем ограниченное изменение. Если   

 

 
, то будет выполняться 

равенство Парсеваля, если   
 

 
, то неравенство Бесселя (       , область 

сходимости преобразования Меллина). 
Для математических приложений значение   определяет область сходимости 

интеграла преобразования Меллина. В обработке сигналов основополагающим 
является выполнение равенства Парсеваля, то есть выполнение закона о сохране-
нии энергии сигнала до преобразования и после преобразования.   

Доказательство: 
Запишем выражение квадрат модуля  

            
    

 

 

 

 
  
                    ,                       (1) 

где   знак комплексно-сопряженной величины; 

                    . 

Тогда энергия      равна  

        
 

  
   

 

   
     

    

 

 

 

 

 
   

                               
 

 
     (2) 

Пусть 

     
     

                 
 

 
 

 

  
        . 

Полагая, что условия перемены порядка интегрирования выполняются, имеем  

                      ,                                             (3) 

                
    

 
  
            

      
    

 
                    , 

где    – дельта функция. 
Сделав замену переменной         , получим равенство, 

     
               ,                                              (4) 

которое выполняется при   
 

 
. Теорема доказана. 
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2. Введение в теорию операторов, порождаемых интегральным преобра-
зованием Меллина. Важной особенностью ПМ является то, что, следуя теореме 
Слейтер, интегралы, принадлежащие классу гамма-функций и гипергеометриче-
ских функций, представляются в виде интегралов Меллина-Барнса, подлежат ре-
гулярному обратному преобразованию Меллина на основе регулярной теоремы 
Слейтер. В следствии чего целесообразно разработать основы теории операторов, 
применяя которые для упрощения решения задач, имеет возможность находить 
оригинал по его образу. 

На основе результатов работ [2, 3, 4, 6] получены основные соотношения для 
операторов: 

         
 

 
                                                            (5) 

         
 

 
                                                      (6) 

которые порождают ряд важных равенств и широко используются в дальнейших 
приложениях преобразования Меллина. 

По аналогии с [2] рассмотрим интегральные преобразования ядер, зависящих 
от произведения аргументов 

       
 

 
              ,                                         (7) 

       
 

 
                                                              (8) 

Вычислим от (7) преобразование Меллина 

           
 

 
         

 

 
        . 

Сделав замену переменной y=st, после несложных преобразований получим 

         
 

 

          
 

 

         =                

где 
           

 

 
        .                                          (9) 

Введя в (9) новую переменную        получим 

           
 

 
                                                    (10) 

с учетом        имеем равенство (9). 
Из (9) и (10) следует дуальность преобразования операторов М(.;.), которая 

сохраняет равенство 

                                                       (11) 

Это свойство  играет важную роль во многих приложениях работ [3, 5, 8]. 
Аналогично, вышеприведенному выводу, вычислим от (8) преобразование 

Меллина и получим: 

  
 

 
              

 

 
         

 

 
        =                      (12) 

Тогда из равенства (11) имеем следующее равенство 

                                                                   (13) 

Таким образом, получаем следующие операторные соотношения: 
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                                                                   (14) 

                                                             (15) 

                      ,                                       (16) 

                       .                                 (17) 

Далее, из (14) найдем 

                                                            (18) 

Из (17) запишем 

                        .                              (19) 

На основе (18) и (19) имеем важное равенство, которое используется при ре-
шении уравнений Фредгольма второго рода 

               
              

              
                                       (20) 

На основе свойства дуальности  равенство (20) запишется в виде 

                                                                   (21) 

Объединяя (20) и (21), получим следующее равенство 
              

              
  .                                            (22) 

Вводя оператор обратного преобразования Меллина 

     
 

   
  

    

    
                                                (23) 

из (20) имеем 

       
 

        
  

или  
                             

или 
     

 

   
 

   

        

    

    
   .                                         (24) 

Аналогично для  

     
 

   
 

   

        

    

    
                                           (25) 

Из (24) и (25) получаем интегральное решение, в котором находят сопряжен-
ные ядра новых интегральных преобразований. Примеры решения- 
 приведены в 4 разделе статьи. 

III. Метод решения операторного уравнения Фредгольма. Известно при-
менение свойств мультипликативной свертки, порождаемой преобразованием 
Меллина, для решения линейных интегральных уравнений второго рода (инте-
гральные уравнения (ИУ) Фредгольма) [15, 16]. Анализ его решения показал, что 
применение этих методов в классе тригонометрически-логарифмических функций 
недостаточно исследованы. 
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Рассмотрим особенности обобщение решения интегрального уравнения 
Фредгольма на класс тригонометрически-логарифмических функций для расшире-
ния области применения и способов обращения результата в область переменной 
времени. Следуя работе [8], под интегральным уравнением будем понимать урав-
нение вида: 

               ⊕          
 

 
                                     (26) 

где       – неизвестная функция, подлежащая вычислению; 
⊕ – знак композиции x и y; 
   ⊕    – ядро интегрального преобразования, которое в общем случае яв-

ляется комплексной функцией. 
Интегральное уравнение Фредгольма запишется так:  

                   ⊕   
 

 
     

  

 
                               (27) 

В данной работе рассмотрены уравнения, при которых x и y взаимодейству-
ют в виде частного   

 
 и произведения    ; a=0, b=∞;           , тогда 

                            

 
    

  

 
                                 (28) 

                            

 

    

 
  .                              (29) 

Рассмотрим метод решения (28): 
взяв преобразование Меллина от левой и правой части  

                
 

 
                             

 
  

 

 
        

 

 

 

 
  

получим: 

                                                              (30) 

где                           
 

 
 

                  

 

 

 

                  

 

 

 

Отсюда решение (30) равно  

          
     

       
                                                     (31) 

Искомое решение для (28) запишется в виде обратного преобразования Мел-
лина от (31) 

          
 

   
                                                          (32) 

Аналогично получим решение для (28) 

                               

 

 

 

где                  
 

 
. 
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Тогда  решение в пространстве переменной S запишется как: 

          
                   

              
                                                (33) 

А решение интегрального уравнения в пространстве переменной х равно: 

          
 

   
 

                  

              
     

    

    
                                    (34) 

Полученные соотношения для решения интегральных уравнений (31) и (32) 
верны в классе тригонометрически-логарифмических функций вида: 

                                                                . 

Для такого класса функций лучше всего подходит уравнения свертки: 

       
 

   
  

 

 

 
                                                     (35) 

Свертка (35) порождена интегральным преобразованием Меллина. Для этого 
преобразования имеются обширные таблицы [4, 6, 7], что позволяет решить инте-
гральные уравнения в пространстве новой переменной S. Но во всех методах опе-
раторного решения интегральных уравнений, как и методы, основанные на инте-
гральном преобразовании Лапласа, обладают одной весьма трудоемкой операцией: 
обращением этого решения с помощью обратного преобразования. Такого рода 
операция является крайне нетривиальной. В большой мере это касается операции 
обратного преобразования Меллина. В работе используются методы обращения, 
основанные на теории вычетов: контура Бромвича и интеграла Бромвича-Вагнера, 
а также теоремы Слейтер.  

4. Нахождение ядер пар интегральных преобразований в базисе Мелли-
на. Пусть заданы два интегральных преобразования функций      и     , имею-
щие ядра вида       – прямое интегральное преобразование и       – обратное 
интегральное преобразование.  

                 
 

 
                                                   (36) 

                 
 

 
                                                     (37) 

Для нахождения ядра интегрального преобразования с известным ядром 
      обратным к      , т.е. в (37) это      , необходимо решить интегральное 
уравнение вида: 

     
 

   
 

   

        
  

    

    
                                           (38) 

где         
         – прямое преобразование Меллина от известного априори ядра 

     . Уравнение (38) было получено Л. Френкс в [3]. В работах автора это соот-
ношение получило полное доказательство и математическое обоснование. 

Для внесения конкретности рассмотрим примеры: 
Пример 1. 

Пусть задано ядро                            
Тогда преобразование Меллина равно 

                                     

Из (25) получим: 
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Вычислить интеграл  возможно на основе контура интеграла Бромвича-
Вагнера, т.е.   

 

   
                 

            

 

   

    

    

 

где оператор     означает вычет функции        . 
После несложных преобразований  получаем  

    
              

 
 
   

            
 

 

 
 
 
 
     

 
 
          

k=0, 1, 2,..m. 
Таким образом, искомое ядро интегрального уравнения имеет вид 

     
 
 
   

 
   

 

 
   . 

Пример 2. 

Пусть задана функция 

        
   

   
        

для нее преобразование Меллина получим как  

       
      

 
 
 

 
       

Тогда  

     
 

   
 

   

     
 
 

     

    

    

  

Или перепишем в развернутом виде 

     
 

   
 

         
 
 

     
 
 

      

    

    

 

Тогда 

         
            

 
 

     
 
 

  

или после взятия вычетов имеем: 
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Приведенные примеры показывают возможность нахождения ядер пар инте-
гральных преобразований по алгоритму: задавая вид ядра прямого преобразова-
ния, найти ему соответствующее ядро обратного интегрального преобразования. 
То есть такой подход позволяет расширить класс интегральных преобразований 
для различных классов их ядер. 

5. Спектрально-корреляционный анализ случайных процессов в базисе 
преобразований Меллина. Решение задачи синтеза оптимального обнаружения 
сигнала на фоне шума с неизвестной формой корреляционной функции рассмат-
ривалось в работах [3]. В результате проведенных исследований ее удалось решить 
с использованием методов оценки корреляционной функции или ее спектральной 
плотности мощности, что, естественно, не позволяет работать в реальном масшта-
бе времени. 

С появлением в современных системах связи широкополосных сигналов не 
удается привести спектральную плотность мощности шума к постоянной величине 
в полосе пропускания сигнала. Актуальность решения такой задачи увеличивается 
с появлением широкого класса сигналов со скачками частоты в современных сис-
темах обработки информации. Как показано в работах [1, 14] решение возможно в 
базисе интегрального преобразования Меллина. Показано, что в этом базисе при 
интервале корреляции, намного меньшим длительности анализируемой выборки, 
спектральная плотность мощности имеет вид: 

             
       

       

 

 

 

 
                                              (39) 

где      – автокорреляционная функция шума. 
На основе теоремы Винера-Хинчина для корреляционной функции имеем: 
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где    – среднеквадратичное отклонение шума; 
   – интервал корреляции шума. 
Из выражения (40) следует, что корреляционная функция шума поле преоб-

разования Меллина инвариантна к виду исходной корреляционной функции шума. 
6. Согласованный фильтр в условии априорной неопределенности о кор-

реляционной функции шума. Для синтеза квазиоптимального согласованного 
фильтра по критерию максимума отношения сигнал/шум по выходу воспользуемся 
методом приведения шума произвольной КФ к «белому» шуму. 

Структурную схему представим в виде [14, 15]: 

 

Рис. 1. Квазиоптимальный фильтр для обнаружения сигнала при произвольной КФ 

шума 

              ;          ; 

         ;           

где         спектральная плотность шума      на входе; 
     – спектральная плотность мощности шума      на входе; 
     – спектральная плоскость сигнала      после интегрального ПМ 
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     – спектральная плотность мощности шума после интегрального преоб-
разования Меллина. 

Следуя работе [3] передаточную функцию квазиоптимального фильтра 
получим: 

              
     

    
                                                          (41) 

где      – время отсчета отклика на выходе согласованного фильтра. 
    – постоянная величина. 
На рис. 2 приведена реализация определения модуля преобразования Мелли-

на входной смеси сигнала и помехи. 

 
Рис. 2. Структурная схема обнаружителя квазидетерминированного сигнала  

в пространстве преобразования Меллина 

где  В – фазовращатель на  
 
; 

ГОС – генератор опорного сигнала вида        

  
 или        

  
  

П1, П2 – первый и второй перемножители опорных сигналов и сигналов ГОС; 
К1, К2 – первый и второй квадраторы; 
U1, U2 – первый и второй интеграторы; 
С и УИК – сумматор и устройство извлечения корня квадратного; 
С – согласованный фильтр в пространстве переменной интегрального пре-

образования Меллина. 
Итоги и пути дальнейших исследований. Как показывают результаты ис-

следований, которые приведены в статье, преобразование Меллина прошло путь 
от математической теории до разработки ее конкретных приложений. К задаче, 
которая должна решаться в дальнейшем, относится создание цифровой модели 
интегрального преобразования Меллина [16–19] с ядрами, для которых требуется 
шаг дискретизации порядка аттосекунды. И даже, возможно, опуститься до стоты-
сячной доли аттосекунды, что приведет к расширениям круга решаемых приклад-
ных задач.  
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Е.С. Подоплелова, И.И. Князев 

МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА FMEA ПРИ ПОМОЩИ АЛГОРИТМОВ 
МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 

Оценка рисков – важная задача в любых сферах, начиная от производства, заканчи-
вая медициной. Риски сопровождают проект, продукт или процесс на всей жизнедеятель-
ности, с момента планирования до его полного прекращения. На каждом из них существу-
ют свои подходы. К ним относится FMEA (Failure Mode and Effects Analysis) - анализ видов 
и последствий отказов. Предлагаемая модель основана на методе FMEA, базирующемся на 
оценке рисков по трем критериям: тяжесть последствий при реализации угрозы и слож-
ность идентификации отказа, вероятность возникновения. Первые два критерия основаны 
на экспертной оценке, полученной в соответствии с методами искусственного интеллек-
та. Авторами предложена модификация третьего критерия. В своей работе мы заменили 
экспертную оценку критерия «вероятность возникновения» моделью машинного обучения, 
способной спрогнозировать этот показатель на основе статистических данных. Провели 
первый этап исследования поставленной задачи на открытом датасете NASA о рабочих 
циклах двигателей до их отказа. Изначально, ставится задача прогнозирования оставше-
гося количества циклов до отказа, затем мы произвели переход к задаче классификации, 
определяя, входит ли в зону риска оборудование, в зависимости от его потенциального 
остатка ресурса. Наилучший результат дал метод опорных векторов (SVM), точность 
классификации которого 80%. Целью работы является создание модели оценки рисков на 
основе методики FMEA, позволяющей повысить качество оценки, сократить субъектив-
ность в принятии решений, делая прогноз на основе исторических данных, а не только 
субъективном опыте эксперта.  

Анализ рисков; FMEA; машинное обучение; прогнозирование; система поддержки 
принятия решений. 
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