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ОБ АНАЛИТИЧЕСКОЙ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ КОМПОНЕНТ ТЕНЗОРА 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКОЙ СВЯЗИ 

ДЛЯ ПЛЕНОЧНЫХ ПОЛИМЕРНЫХ ПЬЕЗОМАТЕРИАЛОВ 

В настоящее время пьезоэлектрические материалы на основе пленок, например, из поливини-
лиденфторидов, нашли широкое применение в разных отраслях промышленности. Интерес к этим 
материалам обоснован, прежде всего, выгодными, по сравнению с материалами на основе пьезоке-
рамических составов, величинами плотности пленочного материала, а также величинами эффек-
тивных пьезоэлектрических коэффициентов, что позволяет реализовать в изделиях новые принципы 
нагружения с целью преобразования механической энергии в электрическую энергию. Кроме того, 
меньшая жесткость пленочных полимерных материалов, по сравнению с жесткостью чувстви-
тельных элементов электроакустических преобразователей на основе пьезокерамических составов, 
обеспечивает возможность создания конструкций преобразователей большой площади или собран-
ных из этих преобразователей апертур антенн, повторяющих обводы корпусов носителей. В статье 
описаны перспективы внедрения пленочных полимерных пьезоматериалов в изделия гидроакустиче-
ской и электрогенераторной техники. Очевидно, что внедрение новых материалов в гидроакустиче-
скую и пьезогенераторную технику требует переосмысления методик расчетов характеристик 
изделий на основе пленочных пьезоактивных материалов. Одной из основных характеристик элек-
троакустических преобразователей, применяющихся, как в гидроакустической технике, так и в из-
делиях генерации электрической энергии за счет использования волнения поверхности моря или океа-
на, является энергетический коэффициент электромеханической связи. Указанный коэффициент 
является тензорной физической величиной, а, соответственно, для анизотропных материалов, ко-
торыми являются пьезоактивные пленки, например, из поливинилиденфторидов, необходим мате-
матический аппарат, который позволял бы определять компоненты тензора энергетического ко-
эффициента электромеханической связи в ходе проектирования изделий гидроакустической и пьезо-
генераторной техники. Попытка разработки такого математического аппарат предпринята ав-
торами статьи, но в ходе выполненных работ установлена аналитическая неопределенность ком-
понент тензора энергетического коэффициента электромеханической связи. В статье представле-
но научное обоснование выявленной аналитической неопределенности компонент тензора энергети-
ческого коэффициента электромеханической связи из уравнений, устанавливающих зависимости 
указанных компонент от коэффициентов, характеризующих механические и пьезоэлектрические 
свойства пленочных материалов с учетом их анизотропии. 

Гидроакустическая и электрогенераторная техника; пленочный полимерный пьезоэлектриче-
ский материал; анизотропия физико-механических и пьезоэлектрических свойств; компоненты тен-
зора энергетических коэффициентов электромеханической связи; аналитическая неопределенность. 
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ABOUT ANALYTICAL UNCERTAINTY THE COMPONENT OF THE TENSOR  
OF POWER ELECTROMECHANICAL FORCE FACTORS FOR FILM POLYMERIC 

PIEZO MATERIAL 

Currently, piezoelectric materials based on films, for example, polyvinylidene fluorides, have found 
wide application in various industries. The interest in these materials is justified, first of all, by the advan-
tageous, in comparison with materials based on piezoceramic compositions, values of the density of the 
film material, as well as the values of the effective piezoelectric coefficients, which makes it possible to 
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implement new principles of loading in products in order to convert mechanical energy into electrical 
energy. In addition, the lower rigidity of film polymer materials, compared to the rigidity of sensitive ele-
ments of electroacoustic transducers based on piezoceramic compositions, makes it possible to create 
designs of large-area transducers or antenna apertures assembled from these transducers, repeating the 
contours of carrier housings. The article describes the prospects for the introduction of film polymer 
piezomaterials into hydroacoustic and electric generating equipment products. Obviously, the introduction 
of new materials into hydroacoustic and piezoelectric generator technology requires a rethinking of meth-
ods for calculating the characteristics of products based on film piezoactive materials. One of the main 
characteristics of electroacoustic transducers, used both in hydroacoustic technology and in products for 
generating electrical energy through the use of sea or ocean surface waves, is the energy coefficient of 
electromechanical coupling. The specified coefficient is a tensor physical quantity, and, accordingly, for 
anisotropic materials, which are piezoactive films, for example, from polyvinylidene fluorides, a mathe-
matical apparatus is needed that would allow determining the components of the tensor of the energy coef-
ficient of electromechanical coupling during the design of hydroacoustic and piezoelectric generator 
products. An attempt to develop such a mathematical apparatus was made by the authors of the article, 
but in the course of the work performed, the analytical uncertainty of the components of the tensor of the 
energy coefficient of electromechanical coupling was established. The article presents a scientific substan-
tiation of the identified analytical uncertainty of the components of the tensor of the energy coefficient of 
electromechanical coupling from equations that establish the dependence of these components on coeffi-
cients characterizing the mechanical and piezoelectric properties of film materials, taking into account 
their anisotropy. 

Hydroacoustic and electrogenerating equipment; film polymeric piezoelectric material; anisotropy 
of physicomechanical and piezoelectric properties; components of the tensor of power electromechanical 
force factors; analytical uncertainty. 

Введение. На сегодняшний день пленочные полимерные материалы находят широ-
кое применение в медицинской [1, 2], нефтехимической [3, 4], приборостроительной  
[5, 6], оборонной [7, 8] и других отраслях промышленности [9, 10]. 

Исследования свойств пленочных полимеров, проведенные японскими учеными, 
привели к открытию в 1969 году [11] пьезоэлектрического эффекта в пленках из поливи-
нилиденфторида (ПВДФ), применявшегося в мире с начала 60-х годов для изготовления 
упаковочных материалов и защитных покрытий. Открытие пьезоэффекта в ПВДФ поло-
жило начало многочисленным работам в России и за рубежом по созданию чувствитель-
ных элементов на основе пьезоактивных пленок для приборов в интересах разных отрас-
лей промышленности. 

Выгодные, по сравнению с материалами на основе пьезокерамических составов, ве-
личины плотности пленок из ПВДФ заинтересовали разработчиков гидроакустической 
техники [7] и электрогенераторных устройств [12], принцип работы которых основан на 
использовании явления прямого пьезоэффекта. Указанное обстоятельство связано, преж-
де всего, с возможностью разрешения противоречия, заключающегося в необходимости, 
с одной стороны, создания средств с гибкими сплошными апертурами больших площа-
дей и необходимости, с другой стороны, конструкторско-технологического обеспечения 
допустимых пороговых уровней по массе проектируемых средств. Технология сплошно-
го заполнения крупногабаритных апертур чувствительными элементами позволит, при-
менительно к гидроакустической антенной технике, повысить устойчивость к гидроди-
намическим помехам и, применительно к электрогенераторным устройствам, повысить 
их коэффициент полезного действия. 

Внедрение преобразователей энергии на основе пленочных полимерных пьезомате-
риалов в конструкции гидроакустической и электрогенераторной техники требует пере-
осмысления процессов ее проектирования. В работе [13] приведены методики и методы 
определения характеристик чувствительных элементов из пьезокерамики на основе хи-
мических составов, традиционно использующихся в отечественной гидроакустической 
технике, а также характеристик средств, в которых применены такие чувствительные 
элементы. Из указанных работ известно, что применяющиеся методики и методы адек-
ватны для дискретных апертур гидроакустических средств. Таким образом, существует 
необходимость в разработке математического аппарата для расчетов характеристик пре-



Известия ЮФУ. Технические науки                             Izvestiya SFedU. Engineering Sciences 
 

144 

образователей энергии, составляющих непрерывные нелинейные крупногабаритные 
апертуры, и характеристик изделий с указанными апертурами. Известны работы в облас-
ти математического моделирования объектов на основе полимерных материалов, напри-
мер, труды [6, 7, 14]. В указанных работах рассмотрены частные задачи механики де-
формируемого твердого тела для пьезоактивных конструкций с установленными под эти 
частные задачи ограничениями в виде граничных условий и принятых допущений. С це-
лью создания теории расчетов электроакустических характеристик анизотропных конст-
рукций произвольной геометрической конфигурации на основе полимерных пленок, об-
ладающих пьезоэлектрическими свойствами, нами разработана методика математическо-
го моделирования напряженно-деформированного состояния таких конструкций [15], 
предложен математический аппарат для расчетов пьезоэлектрических характеристик и 
чувствительности пленочных электроакустических преобразователей для гидроакустиче-
ской техники [16]. Важно отметить, что в указанных направлениях исследований сущест-
венные результаты получены авторами работ [17, 18]. Выполненные разработки позво-
лили обосновать целесообразность внедрения в конструкции электроакустических пре-
образователей принципа всестороннего нагружения пьезоактивного материала из ПВДФ 
марки Ф-2МЭ на примере расчетов чувствительности преобразователей, основанных на 
использовании эффективного пьезоэлектрического модуля заряда. Применение принципа 
всестороннего нагружения пьезоматериала в составе электроакустических преобразова-
телей имеет практическую значимость для создания гидрофонов, актуальность разработ-
ки которых обоснована в работе [19]. 

Коэффициент электромеханической связи. Определение и основные понятия. 
В разрабатываемой нами теории расчетов электроакустических характеристик анизо-
тропных конструкций произвольной геометрической конфигурации на основе полимер-
ных пленок, обладающих пьезоэлектрическими свойствами, предусмотрен математиче-
ский аппарат для определения энергетических коэффициентов электромеханической свя-
зи (КЭМС) преобразователей. Указанные коэффициенты являются мерой эффективности 
пьезоматериала, с точки зрения, преобразования механической энергии в электрическую 
энергию при прямом пьезоэффекте или, наоборот, электрической энергии в механиче-
скую энергию при обратном пьезоэффекте. Значения энергетических КЭМС отличаются 
друг от друга в разных направлениях системы координат, принятых для математического 
моделирования пьезоактивной конструкции, что обосновано анизотропией ее физико-
механических и пьезоэлектрических свойств. При этом значения энергетического коэф-
фициента электромеханической связи в определенном направлении зависят от ориента-
ции электрического поля в материале и граничных условий крепления конструкции, 
влияющих на ее напряженно-деформированное состояние. Очевидно, что энергетические 
КЭМС являются тензорной физической величиной. По определению тензор энергетиче-
ских коэффициентов электромеханической связи представляет собой отношение преоб-
разованной электрической или механической энергии к полной энергии, сообщенной 
пьезоматериалу. Физический смысл тензора энергетических КЭМС определяется через 
скалярное произведение двух одинаковых тензоров энергетических коэффициентов элек-
тромеханической связи, аналогично тому, как через квадрат энергетического КЭМС оп-
ределяется физический смысл указанного коэффициента в одном из направлений, задан-
ных в материале. Заключается физический смысл тензора энергетических КЭМС в том, 
что он отражает отношение генерируемой в пьезоэлектрическом материале механиче-
ской энергии к полной запасаемой в материале электрической энергии или отношение 
генерируемой в пьезоэлектрическом материале электрической энергии при его деформа-
циях к полной запасаемой в материале механической энергии. Исходя из определения и 
физического смысла тензора энергетических КЭМС, он эквивалентен коэффициенту по-
лезного действия преобразователей энергии, поэтому исследования тензора энергетиче-
ских коэффициентов электромеханической связи имеют практическую значимость, на-
пример, для повышения электрической мощности энергии, вырабатываемой электроге-
нераторными устройствами, или повышения чувствительности приемных элементов 
апертур гидроакустических антенн. Известно, что плотность полной энергии пьезомате-



Раздел II. Электроника, нанотехнологии и приборостроение 
 

145 

риала при заданной напряженности электрического поля пропорциональна абсолютной 
диэлектрической проницаемости при отсутствии механических напряжений. При этом в 
материале, на который действует электрическое поле с такой же напряженностью, плот-
ность полной энергии пропорциональна абсолютной диэлектрической проницаемости 
при отсутствии деформаций. Разность указанных плотностей энергии соответствует 
плотности механической энергии пьезоматериала, обусловленной его деформациями 
[20], что математически с учетом физического смысла тензора энергетических КЭМС 
можно записать в виде следующей формулы 

 
1 1

,ij ij ij ij ij ij ij ij
 

         
   

σ ε σ ε σk k ξ ξ ξ E ξ ξ                              (1) 

где kij – тензор энергетических КЭМС; Eij – единичный тензор; ij
εξ  – тензор абсолютной 

диэлектрической проницаемости при отсутствии деформаций материала; ij
σξ  – тензор 

абсолютной диэлектрической проницаемости материала, свободного от механических 
напряжений; [  ]–1 – обозначение обратного тензора; i = 1 … 3; j = 1 … 3. 

Из уравнения (1) очевидно, что тензор энергетических коэффициентов электроме-
ханической связи является тензором второго ранга. 

Из работы [20] известны следующие математические зависимости: 
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где ij
ES  – тензор упругой податливости материала при отсутствии воздействий электри-

ческого поля; ij
DS  – тензор упругой податливости неполяризованного материала;  

dik, Т
ikd  – тензор и транспонированный тензор пьезоэлектрических коэффициентов заряда 

в размерности Кл
Н

; k = 1 … 6; l = 1 … 6. 

Применяя математические зависимости (2) в формуле (1), получим следующее 
уравнение 

1 1Т .ij ij ik kl ik ij
              

E σk k d S d ξ                                         (3) 

Уравнение (3) позволяет математически описать каждую компоненту тензора энер-
гетических КЭМС. Например, для определения компонент 31k  и 33k , являющихся глав-
ными энергетическими коэффициентами электромеханической связи для электроакусти-
ческих преобразователей из пьезокерамики на основе химических составов, традиционно 
использующихся в отечественной гидроакустической технике, уравнение (3) будет иметь 
следующий вид: 

2 2
2 231 33
31 33σ σ

11 33 33 33
; .

ξ ξE E
d dk k

S S
 

 
                                             (4) 

Аналогично уравнениям (4) математически описываются энергетические КЭМС пье-
зоматериалов разных структур и классов. На сегодняшний день известны и широко приме-
няются на практике результаты исследований [21, 22] физико-механических и пьезоэлек-
трических свойств кристаллических диэлектриков для определения их главных энергетиче-
ских коэффициентов электромеханической связи. Достигнутый уровень результатов иссле-
дований [5, 23] структур полимерных пленочных материалов, обладающих пьезоэлектри-
ческими свойствами, позволяет сделать вывод о том, что указанные материалы представ-
ляют практический интерес при их объемном нагружении для использования свойств пря-
мого пьезоэффекта в гидроакустической и электрогенераторной технике. Таким образом, 
коэффициент полезного действия преобразователей энергии на основе полимерных пле-
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ночных материалов одновременно зависит от каждой компоненты тензора энергетических 
КЭМС, а не только от энергетических коэффициентов электромеханической связи в опре-
деленных направлениях, называемых главными направлениями. При этом каждая компо-
нента тензора энергетических КЭМС одновременно зависит от коэффициентов, характери-
зующих механические и пьезоэлектрические свойства анизотропного материала в разных 
направлениях. Определение компонент тензора энергетических коэффициентов электроме-
ханической связи эмпирическими методами сопряжено с техническими трудностями  
[20, 21], а некоторые компоненты на сегодняшний день вовсе не представляется возмож-
ным определить по причине технической нереализуемости экспериментально-
измерительных установок. Кроме того, энергетические КЭМС, определенные эмпириче-
скими методами, являются достоверными для конкретной структуры полимерного пьезо-
материала. Принимая во внимание обширную номенклатуру пленочных материалов, обла-
дающих пьезоэлектрическими свойствами, процесс проектирования гидроакустических 
или электрогенераторных средств, в которых предполагается применение указанных мате-
риалов, осложняется необходимостью проведения экспериментов по определению энерге-
тических КЭМС, что влечет за собой дополнительные временные и финансовые затраты.  
В этой связи, актуальной представляется задача разработки математического аппарата для 
выполнения аналитических расчетов компонент тензора энергетических коэффициентов 
электромеханической связи полимерных анизотропных пленочных пьезоматериалов. 

Система уравнений для определения коэффициентов электромеханической 
связи, как инструмент математического аппарата. Основываясь на принципе непро-
тиворечивости математических уравнений законам физики, целесообразно для определе-
ния энергетических КЭМС использовать уравнение (3), вывод которого выполнен исходя 
из определения и физического смысла энергетического коэффициента электромеханиче-
ской связи. Представим уравнение (3), приведенное в тензорной форме, в виде следую-
щей системы алгебраических нелинейных уравнений: 
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(5) 

где βij
σ  – коэффициенты, обратные абсолютной диэлектрической проницаемости сво-

бодного от механических напряжений материала; Λg (g = 1 … 9) – коэффициенты, кото-
рые определяются пьезоэлектрическими и физико-механическими свойствами материала 
в соответствии со следующими математическими зависимостями: 
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(6) 

где klCE  – коэффициенты жесткости материала при отсутствии воздействий электриче-
ского поля. 

Математический вывод формул для аналитического определения энергетических 
КЭМС с использованием системы алгебраических нелинейных уравнений (5) заключает-
ся в решении этой системы уравнений относительно искомых величин kij при заданных 
коэффициентах βij

σ  и Λg. Аналогичный подход [24] используется, например, для преоб-
разования уравнений обобщенного закона Гука из прямой математической формы, когда 
компоненты тензора относительных деформаций выражены через компоненты тензора 
механических напряжений, в обратную математическую форму, когда компоненты тен-
зора напряжений выражены через компоненты тензора деформаций. Однако, в отличие 
от тензоров механических напряжений и относительных деформаций, объем теоретиче-
ской и эмпирической информации о свойствах тензора энергетических КЭМС, как объ-
екта математической физики, существенно ограничен [5, 20, 25]. Так, например, известно 
[24], что тензоры напряжений и деформаций являются симметричными тензорами второ-
го ранга. Таким образом, полная информация о напряженно-деформированном состоянии 
материала представляется не девятью компонентами каждого из указанных тензоров, а 
шестью их компонентами, что существенно облегчает задачу преобразования уравнений 
обобщенного закона Гука из прямой математической формы в обратную математическую 
форму и, наоборот, из обратной формы в прямую форму. Напротив, исходя из определе-
ния и физического смысла тензора энергетических КЭМС, нельзя однозначно утверждать 
об его симметричности. Представляется возможным записать уравнения для определения 
главных энергетических коэффициентов электромеханической связи, например, для пря-
моугольного объекта, находящегося в условиях растягивающих и сжимающих внешних 
нагрузок, предполагая при этом попеременные изменения направлений механических 
воздействий и главных направлений в моделируемом объекте. Указанные уравнения 
имеют следующий вид: 

    1311 12
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(7) 
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При анализе уравнений (7) очевидны неравенства k12 ≠ k21, k13 ≠ k31, k23 ≠ k32, обосно-
ванные условиями симметричности тензоров пьезоэлектрических коэффициентов заряда, 
упругой податливости и абсолютной диэлектрической проницаемости анизотропных ма-
териалов, согласно которым компоненты указанных тензоров d12 ≠ d21, d13 ≠ d31, d23 ≠ d32, 

22 11
E ES S , 33 11

E ES S , 33 22
E ES S , σ σ

11 22ξ ξ , σ σ
11 33ξ ξ , σ σ

22 33ξ ξ . Таким 
образом, можно сделать вывод о том, что тензор энергетических КЭМС является несим-
метричным тензором второго ранга. 

Решение системы уравнений для определения коэффициентов электромехани-
ческой связи. Основные выкладки. Возвращаясь к решению системы алгебраических 
нелинейных уравнений (5) относительно искомых величин kij при известных коэффици-
ентах βij

σ  и Λg и принимая во внимание несимметричность тензора энергетических ко-
эффициентов электромеханической связи, целесообразно отметить, что указанная систе-
ма уравнений является статически определимой, так как имеет девять уравнений при де-
вяти искомых величинах. Аналитическое решение системы уравнений (5) должно пред-
ставлять собой девять уравнений, однозначно определяющих девять компонент тензора 
энергетических КЭМС через коэффициенты βij

σ  и Λg. В результате аналитического вы-
вода указанных уравнений получены следующие формулы: 
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(8) 

Однако при последующем решении системы уравнений (5) относительно энергети-
ческих коэффициентов электромеханической связи k12, k13, k21, k31 или k32 удается полу-
чить только квадратные уравнения. Например, уравнение относительно коэффициента k32 
имеет следующий вид 

   2 2 2
13 21 12 31 13 32 12 3 32 12 31 1 2 0,k k k k k k k f k k k f f                      (9) 

где символами fg (g = 1 … 3) обозначены следующие математические выражения: 
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(10) 
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Очевидно, что вывод формулы для определения коэффициента k32 из квадратного 
уравнения (9) сопряжен с необходимостью анализа дискриминанта, имеющего следую-
щий вид 
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(11) 

где символами qg (g = 1 … 6) обозначены следующие математические выражения: 

   1 11 4 21 5 31 6 2 12 1 22 2 32 3β Λ β Λ β Λ ; β Λ β Λ β Λ ;q q           σ σ σ σ σ σ  

   3 11 1 21 2 31 3 4 12 4 22 5 32 6β Λ β Λ β Λ ; β Λ β Λ β Λ ;q q           σ σ σ σ σ σ  

     
2 2 22 2 2

5 12 1 22 2 32 3β Λ β Λ β Λ ;q      σ σ σ  

 6 12 1 22 2 12 1 32 3 22 2 32 3β Λ β Λ β Λ β Λ β Λ β Λ .q            σ σ σ σ σ σ  

(12) 

Обоснование аналитической неопределенности коэффициентов электромеха-
нической связи. Исходя из определения и физического смысла энергетического КЭМС, 
уравнение (9) может иметь только вещественные корни, поэтому корректно для формулы 
(11) задать ограничение в виде неравенства Д ≥ 0. Однако при последующем аналитиче-
ском выводе формулы для определения коэффициента k32 в общей постановке получаем 
неопределенность в виде возможных двух корней квадратного уравнения (9), так как его 
дискриминант, что показано формулой (11), при аналитическом выводе не обращается в 
нуль, и, следовательно, отсутствует основание утверждать о существовании единствен-
ного корня уравнения (9). Таким образом, выполнить аналитический вывод единственной 
формулы для однозначного определения коэффициента k32 через известные коэффициен-
ты βij

σ  и Λg не представляется возможным. Следовательно, дальнейшее решение системы 
уравнений (5) с учетом формул (8) относительно коэффициентов k12, k13, k21 и k31, при 
наличии двух формул для определения коэффициента k32, как корней уравнения (9), не 
приведет к ожидаемому результату в виде девяти уравнений, однозначно определяющих 
девять компонент тензора энергетических КЭМС через коэффициенты βij

σ  и Λg, что сви-
детельствует об аналитической неопределенности компонент тензора энергетических 
коэффициентов электромеханической связи из системы уравнений (5), устанавливающих 
зависимости энергетических КЭМС от коэффициентов, характеризующих механические 
и пьезоэлектрические свойства материалов с учетом их анизотропии. 

Заключение. Подводя итог, целесообразно отметить, что с внедрением в гидроаку-
стическую и электрогенераторную технику электроакустических преобразователей на 
основе полимерных пленок, обладающих пьезоэлектрическими свойствами, остро стоит 
проблема разработки теории расчетов электрических и акустических характеристик ани-
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зотропных конструкций, в том числе их энергетических коэффициентов электромехани-
ческой связи. Наличие зависимостей каждой компоненты тензора энергетических КЭМС 
от коэффициентов, характеризующих механические и пьезоэлектрические свойства ани-
зотропных материалов в разных направлениях, подчеркивает актуальность вопроса раз-
работки математического аппарата для выполнения аналитических расчетов компонент 
тензора энергетических коэффициентов электромеханической связи полимерных пле-
ночных пьезоматериалов. Более того, научно обоснованная в статье аналитическая неоп-
ределенность компонент тензора энергетических КЭМС из уравнений, непротиворечи-
вость которых законам физики известна, свидетельствует о необходимости поиска новых 
путей и подходов к выполнению расчетов указанных коэффициентов применительно к 
новым для гидроакустической и электрогенераторной техники материалам. 
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