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Д.И. Бакшун, И.И. Турулин 

МЕТОДИКА ПОСТРОЕНИЯ СТРУКТУРЫ РЕКУРСИВНОГО ФИЛЬТРА  

С КОНЕЧНОЙ ИМПУЛЬСНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКОЙ В ВИДЕ ФУНКЦИИ, 

АППРОКСИМИРУЮЩЕЙ ОКНО ХАННА 

Фильтры с импульсной характеристикой (ИХ) в виде весовой (сглаживающей) функцией на-
ходят применение в абсолютно разных областях цифровой обработки сигналов, таких как спек-
тральный анализ – с целью уменьшения эффекта Гиббса, в формировании амплитудного распре-
деления – для уменьшения уровня боковых лепестков, в том числе для радиотехнических систем с 
синтезированной апертурой и других. В статье рассмотрена структура рекурсивного  
КИХ-фильтра (РКИХ-фильтра) с ИХ в виде аппроксимированного окна Ханна при ограниченном 
фиксированном количестве операций перемножения и суммирования для любой длительности 
окна. Такая структура имеет существенно меньшую вычислительную сложность по сравнению с 
классической структурой КИХ-фильтра, и применять её можно во встраиваемых системах с 
ограниченными вычислительными ресурсами. Функция, аппроксимирующая окно Ханна, представ-
ляет собой полином третьей степени, коэффициенты которого рассчитаны с использованием 
дискретного интегрирования квазисинусной функции. Получена аналитическая формула для коэф-
фициентов нерекурсивной части фильтра путём вычисления обратной конечной разности чет-
вертой степени от аппроксимирующей функции окна Ханна. Коэффициентами нерекурсивной 
части являются целые числа, значения которых зависят от числа отсчетов (длины) полупериода 
квазисинусной функции, что упрощает реализацию подобного РКИХ-фильтра на базе программи-
руемой логической интегральной схемы (ПЛИС). Вычислена средняя абсолютная ошибка аппрок-
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симации при росте длины окна. При числе отсчетов ИХ менее 600 ошибка не превышает 4,5%, 
что является показателем высокой точности соответствия аппроксимирующей функции окну 
Ханна. Авторами предложена дальнейшая перспектива развития структуры РКИХ-фильтра с ИХ 
в виде аппроксимирующей функции окна Ханна. Данная структура позволяет реализовать РКИХ-
фильтр с изменением длины окна Ханна во временной области при сохранении устойчивости за 
счет точного выполнения операций вычисления благодаря использованию коэффициентов нерекур-
сивной части, которые являются числами с фиксированной точкой, и их линейной зависимости от 
длины полупериода квазисинусной функции.  

Рекурсивный; ПЛИС; КИХ-фильтр; окно Ханна; конечная импульсная характеристика; ус-
тойчивость. 

D.I. Bakshun, I.I. Turulin 

A TECHNIQUE FOR CONSTRUCTING THE STRUCTURE OF A RECURSIVE 

FILTER WITH A FINITE IMPULSE RESPONSE IN THE FORM OF A FUNCTION 

APPROXIMATING THE HANN WINDOW 

Filters with an impulse response (IR) in the form of a weighting (smoothing) function are used in 
completely different areas of digital signal processing, such as spectral analysis - in order to reduce the 
Gibbs effect, in the formation of an amplitude distribution – to reduce the level of side lobes, including for 
radio engineering systems with synthesized aperture and others. The article considers the structure of a 
recursive FIR filter (RFIR-filter) with IR in the form of an approximated Hann window with a limited fixed 
number of multiplication and summation operations for any window duration. Such a structure has signif-
icantly lower computational complexity compared to the classical structure of the FIR-filter, and it can be 
used in embedded systems with limited computing resources. The function approximating the Hann win-
dow is a polynomial of the third degree, the coefficients of which are calculated using a specific integra-
tion of the quasi-sine function. An analytical formula is obtained for the coefficients of the non-recursive 
part of the filter by calculating the inverse finite difference of the fourth degree from the approximating 
function of the Hann window. The coefficients of the non-recursive part are integers, the values of which 
depend on the number of samples (length) of the half-cycle of the quasi-sine function, which simplifies the 
implementation of such an RFIR-filter based on a programmable logic integrated circuit (FPGA).  
The average absolute approximation error is calculated with an increase in the length of the window. 
When the number of samples is less than 600, the error does not exceed 4.5%, which is an indicator of the 
high accuracy of matching the approximating function to the Hann window. The authors propose a further 
perspective for the development of the structure of the RFIR-filter with IR in the form of an approximating 
function of the Hann window. This structure makes it possible to implement a RFIR-filter with a change in 
the length of the Hann window in the time domain while maintaining stability by accurately performing 
calculation operations using the coefficients of the non-recursive part, which are fixed-point numbers, and 
their linear dependence on the half-period length of the quasi-cosine function. 

Recursive; FPGA; FIR-filter; Hann window; finite impulse response; stability. 

Введение. Спектральный анализ предназначен для разложения исследуемого сигна-
ла на гармонические составляющие и широко применяется в различных областях науки и 
техники, например, таких как аналитическая химия, астрофизика, металлургия, радиоло-
кация и т.д.  

При работе с дискретными сигналами для выполнения спектрального анализа ос-
новным методом является дискретное преобразование Фурье (ДПФ). Так как из-за не-
возможности обработки исследуемого сигнала бесконечной длительности операция ДПФ 
всегда выполняется только для отрезка исследуемого сигнала, это в общем случае ведет к 
эффекту Гиббса, который вызывает искажение результата. Для снижения этого эффекта 
при спектральном анализе применяется свертка исследуемого сигнала и сглаживающей 
оконной (весовой) функции.  

Структура, выполняющая линейную свертку дискретного входного сигнала с окон-
ной функцией, соответствует цифровому КИХ-фильтру, коэффициенты которого равны 
дискретным отсчетам оконной функции. Для выполнения линейной свертки количество 
операций перемножения и сложения определяется длиной оконной функции, следова-
тельно, при ее длительности, равной  , требуется выполнить   перемножений и     
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сложений. Так как оконная функция обычно имеет симметричный вид, то количество 
операций перемножения можно сократить в два раза. Значительно сократить количество 
вычислений можно используя рекурсивный КИХ-фильтр [1–5] с импульсной характери-
стикой (ИХ) в виде полинома, аппроксимирующего оконную функцию. В статье предло-
жена структура рекурсивного КИХ-фильтра с ИХ, представляющей собой окно Ханна, 
реализованное на основе квазикосинусной функции в виде степенного полинома. Приме-
нение данного РКИХ-фильтра позволяет значительно сократить вычисления – до четы-
рех операций перемножения и до двенадцати операций сложения для произвольной дли-
тельности окна. 

Постановка задачи. Окно Ханна длительностью N представляет собой сумму функ-
ции косинуса и постоянного уровня, отличных от нуля на отрезке                

                                     для                 ,  
иначе       . 

(1) 

Для получения ИХ, приближенной к выражению (1), необходимо представить ее в 
виде полинома третьей степени, коэффициенты которого являются целыми числами (или 
числами с фиксированной точкой). Для этого возьмем за основу функцию квазисинуса, 
аналитическое выражение которой соответствует полиному второй степени (полуволны 
аппроксимированы отрезками парабол) и произведем ее дискретное интегрирование. Ре-
зультатом будет являться функция квазикосинуса с постоянной составляющей, равной 
максимальному значению функции. Для реализации РКИХ-фильтра требуется вычислить 
коэффициенты нерекурсивной части путем дискретного дифференцирования (нахожде-
ние обратной конечной разности) четвертого порядка от функции квазикосинуса с ее по-
следующим дискретным интегрированием четвертого порядка в рекурсивной части. По-
сле дискретного дифференцирования четвертого порядка большая часть коэффициентов 
нерекурсивной части будет равна нулю, следовательно, количество операций перемно-
жения сократится. Восстановление исходной КИХ происходит каскадным включением  
4-х дискретных интеграторов (или эквивалентного им фильтра) причём обязательно по-
сле нерекурсивной части. Это необходимо, чтобы на входе каждого интегратора отсутст-
вовала постоянная составляющая, и они ее не интегрировали вплоть до выхода содержи-
мого сумматора за пределы разрядной сетки. [1, 2]. 

Вычисление коэффициентов нерекурсивной части фильтра. Половину периода 
дискретной квазисинусоиды можно представить в виде параболы        с длительно-
стью  , тогда полный период будет являться суммой функции        и ее копией       , 
задержанной на   и умноженной на минус один: 

                                       , (2) 

где                для      , иначе         ; 
                  для       , иначе         ; 
          . 
Следует отметить, что при формировании квазисинусоиды по формуле (2) количе-

ство точек всегда будет равно     , а после ее интегрирования   . Тогда для достиже-
ния симметрии ИХ относительно центрального отсчета оконной функции (как и любой 
другой ИХ КИХ-фильтра) необходимо, чтобы длительность имела нечетное количество 
отсчетов [6, 7].  

Для изменения длительности квазисинусоиды       выполним преобразование 
                 тогда:  

                                     , (3) 

где                            для      , иначе         ; 
                            для         , иначе         . 
Результатом дискретного интегрирования (суммирования от    до текущего но-

мера отсчета) выражения (3) является аппроксимация окна Ханна, выраженная через 
функцию квазисинусоиды с количеством точек, равным     . 
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Обратная конечная разность степени   вычисляется по формуле 
                   [8], при этом                 . Тогда конечная разность 
четвертой степени равна сумме единичных импульсов (дискретных дельта-функций): 

                                                      

                                            . 
(4) 

Из полученной формулы (4) следует, что для реализации нерекурсивной части 
РКИХ-фильтра потребуется четыре блока перемножителей (два из которых умножают на 
2, что является арифметическим сдвигом) и восемь блоков сумматоров. При этом еще 
четыре блока сумматоров потребуется для рекурсивной части фильтра в виде четырех 
интеграторов, подключенных каскадно. На рис. 1 изображена структура РКИХ-фильтра c 
ИХ в виде функции, аппроксимирующей окно Ханна. Стоит отметить, что рассмотренная 
структура работает корректно при соблюдении условия    . 
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Рис. 1. Структура РКИХ-фильтра с ИХ в виде аппроксимирующей функцией окна Ханна 

Так как аппроксимирующая функция принимает только целые значения, то при 
сравнении ее с оконной функцией необходимо использовать ее нормированное значение: 

             
                    

, (5) 

где       
                      – коэффициент усиления фильтра. 

На рис. 2 изображен график сравнение ИХ       исследуемого РКИХ-фильтра (си-
ний цвет) и      окна Ханна (красный цвет), полученной с помощью инструмента 
Python функцией scipy.signal.windows.hann(). Длительность ИХ   для       и      равна 
16. На рис. 3 изображены амплитудно-частотные характеристики (АЧХ)          для 
исследуемого РКИХ-фильтра и          окна Ханна Python, где       – нормированная 
частота. При построении АЧХ использовалась функция scipy.signal.freqz(). 

 
Рис. 2. Окно Ханна и нормированная ИХ РКИХ-фильтра 
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Рис. 3. АЧХ окна Ханна и РКИХ-фильтра 

Погрешность аппроксимации окна Ханна. Применение аппроксимации ИХ в виде 
окна Ханна с помощью степенного полинома вызывает ошибку аппроксимации, обуслов-
ленную различием аппроксимирующей функции от исходной функции окна [8]. Средняя 
абсолютная ошибка аппроксимации окна Ханна с учетом (5) можно определить, как: 

                                             
  

 

 

       (6) 

где   – длительность окна Ханна. 
На рисунке представлен график     . По результатам делается вывод о высокой 

точности аппроксимации (          при      ). По графику видно, что зависи-
мость ошибки от длительности окна приближается к линейной при      . 

 
Рис. 4. Средняя абсолютная ошибка аппроксимации окна Ханна 

Заключение. Разработана структура РКИХ-фильтра с ИХ в виде аппроксимирую-
щей функцией окна Ханна с фиксированным числом операций перемножения и сумми-
рования при произвольном порядке фильтра. Функция, аппроксимирующая окно Ханна, 
представляет собой полином третьей степени, коэффициенты которого рассчитаны с ис-
пользованием дискретного интегрирования квазисинусной функции. Такая структура 
имеет существенно меньшую вычислительную сложность по сравнению с классической 
структурой КИХ-фильтра. Для длительности менее 600 отсчетов ошибка аппроксимации 
не превышает     , что является показателем высокой точности соответствия аппрокси-
мирующей функции окну Ханна. 

Из выражения (4) следует, что коэффициенты нерекурсивной части зависят от па-
раметра  , тогда возможно дальнейшее внедрение управления длительностью ИХ во 
времени в структуру фильтра при сохранении устойчивости. 
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