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В.В. Курейчик, А.Ю. Халенков 

КОМБИНИРОВАННЫЙ ПОИСК ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДВУМЕРНОЙ 

УПАКОВКИ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР СЛОЖНЫХ ФОРМ 

Рассмотрена задача двумерной упаковки геометрических фигур сложных форм. Задачи дан-
ного класса отнесены к классу NP-трудных проблем комбинаторной оптимизации. Помимо этого, 
упаковка фигур сложных геометрических форм, является одним из наиболее сложных подтипов 
задачи двумерной упаковки. В связи с этим необходима разработка эффективных эвристических 
подходов к решению данной задачи. В статье дана постановка задачи, описаны ее основные осо-
бенности, приведены ограничения и условия характерные для данного подтипа задачи двумерной 
упаковки. Описан критерий для подсчета эффективности решения. Для решения данной задачи в 
статье предлагается архитектура комбинированного поиска, состоящая из двух метаэвристиче-
ских вычислительных алгоритмов. В данной архитектуре в качестве оптимизационных методов 
были реализованы модифицированный генетический и роевой мультиагентный биоинспирирован-
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ный алгоритм, основанный на поведении пчелиной колонии. Данные алгоритмы позволяют полу-
чать наборы квазиоптимальных решений за полиномиальное время. Приведены преимущества от 
использования предлагаемого подхода. Для проверки эффективности предложенного подхода был 
разработан программный продукт, который использует предложенную архитектуру и метаэври-
стические вычислительные алгоритмы при решении поставленной задачи. Разработка программ-
ного продукта велась на языке программирования C++ и написана в среде разработки Microsoft 
Visual Studio Code. Проведен вычислительный эксперимент на наборе тестовых примеров-
бенчмарок. По результатам экспериментальных исследований сделан вывод об эффективности 
предложенного комбинированного поиска при решении задачи двумерной упаковки геометрических 
фигур сложных форм в сравнении с решениями, базирующимися на классических алгоритмах.  

Двумерная упаковка; комбинированный поиск; размещение; генетический алгоритм; биоинспи-
рированная логика; алгоритм пчелиной колонии; оптимизация. 

V.V. Kureichik, A.J. Khalenkov 

COMBINED SEARCH FOR SOLVING THE PROBLEM OF TWO-DIMENSIONAL 

PACKING OF GEOMETRIC FIGURES OF COMPLEX FORMS 

The article considers the problem of two-dimensional packing of geometric shapes of complex 
shapes. The problems of this class are classified as NP-hard problems of combinatorial optimization.  
In addition, the packaging of shapes of complex geometric shapes is one of the most difficult subtypes of 
the two-dimensional packaging problem. In this regard, it is necessary to develop effective heuristic ap-
proaches to solving this problem. The article presents the formulation of the problem, describes its main 
features, and presents the limitations and conditions characteristic of this subtype of the two-dimensional 
packaging problem. The criterion for calculating the effectiveness of the solution is described. To solve 
this problem, the article proposes a combined search architecture consisting of two metaheuristic compu-
tational algorithms. In this architecture, a modified genetic and swarm multi-agent bioinspired algorithm 
based on the behavior of a bee colony was implemented as optimization methods. These algorithms allow 
us to obtain sets of quasi-optimal solutions in polynomial time. The advantages of using the proposed 
approach are given. To test the effectiveness of the proposed approach, a software product was developed 
that uses the proposed architecture and metaheuristic computational algorithms to solve the problem.  
The software product was developed in the C++ programming language and written in the Microsoft 
Visual Studio Code development environment. A computational experiment was conducted on a set of 
benchmark test cases. Based on the results of experimental studies, it is concluded that the proposed com-
bined search is effective in solving the problem of two-dimensional packing of geometric shapes of com-
plex shapes in comparison with solutions based on classical algorithms. 

Two-dimensional packing; generalized approach; packing of geometric shapes of complex shapes; 
placement; genetic algorithm; bioinspired logic; Bee Colony algorithm; optimization. 

Введение. В настоящее время этап проектирования систем имеет наибольшую важ-
ность. Системы автоматизированного проектирования решают широкий спектр задач от 
рассмотрения технического задания до написания полной документации используя как 
технические средства, так и средства математического обеспечения [1]. Такие системы 
находят широкое применение в промышленности, например при решении задач комби-
наторной оптимизации, связанных с оптимальным распределением различных ресурсов. 
К таким задачам относятся задачи упаковки и рассматриваемая задача двумерной упа-
ковки, в частности. Задачи упаковки отнесены к классу NP-трудных задач, это означает, 
что для них не представляется возможным найти конкретное решение [2]. Решением в 
таких задачах является максимальное приближенное значение или набор значений.  
В данной статье внимание уделяется одному из самых сложных подвидов задачи, а 
именно задаче двумерной упаковки геометрических фигур сложных форм. Рассматри-
ваемый подвид задачи в разной реализации имеет значительную актуальность в про-
мышленности, где при раскрое листовых материалов весьма важным является оптималь-
ная компоновку разнородных объектов на листе. Размещаемые фигуры могут иметь 
сложную форму, что снижает эффективность существующих методов оптимизации. Для 
эффективного решения подобных задач в последнее время активно применяют решения, 
основанные на различных эвристических алгоритмах. Например, основанных на биоин-
спирированной логике [3–8].  
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Описание и постановка задачи. Задача двумерной упаковки представляет из себя 
задачу по упаковке двумерных объектов в двумерный контейнер, который может быть как 
ограниченный, так и неограниченный. Как например упаковка прямоугольников в квадрат 
или упаковка в полуограниченную полосу [9–13]. Задача двумерной упаковки фигур слож-
ных геометрических форм является наиболее сложным подвидом задачи двумерной. Фигу-
ры сложных геометрических форм заведомо имеют большее количество вариантов распо-
ложения друг с другом, нежели простые. Увеличение числа вариантов, сказывается на ско-
рости и качестве решений. Однако данная задача имеет высокую практическую значи-
мость, поскольку производствам, связанным с раскроем листовых материалов, часто при-
ходится иметь дело с заготовками сложных форм. Такие заготовки неудобно располагать 
на карте раскроя, образуется много отходов при неоптимальном размещении. 

Формально опишем основные условия задачи двумерной упаковки геометрических 
фигур сложных форм. Задается двумерный контейнер, в который будут вписываться фи-
гуры. Контейнер имеет ширину и длину. Пусть М = {mx, my}, где mx и my определены как 
длина и ширина. Задается набор разнородных двумерных фигур, у которых более 4 уг-
лов. А = {А1, А2, … Аn}. Каждая фигура представлена в виде набора вершин, соединен-
ных между собой, как показано на рис. 1.  

А3 А2А1 А3

 
Рис. 1. Набор фигур сложных геометрических форм 

Фигуры: Аi внутри контейнера определяется по: xmini, ymini, ti, где xmini – проекция 
самой левой точки фигуры относительно контейнера; y mini–проекция самой нижней 
точки; ti– параметр угла поворота фигуры в контейнере на плоскости. Фигуры требуется 
поместить внутри контейнера, в таком порядке, чтобы высота занятой ими площади в 
виде прямоугольной области была как можно меньше [9]. Пример расположения фигур 
внутри контейнера показан на рис. 2.  
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Рис. 2. Пример расположения элементов 

Размещение является корректным если оно соответствует следующим ограничениям:  
 Суммарная площадь всех фигур меньше площади самого контейнера: 

        
 
   ,                                                      (1) 

где Si – площадь i-ой фигуры в контейнере, Sобщ – площадь контейнера; 
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 Фигуры не пересекаются между собой: 

   (xi, yi, ti ,xj, yj, tj,...,xn, yn,φn)≥0 i ≠ j; i, j=1,2,…,n;                        (2) 

 Фигуры не выходят за пределы контейнера: 

 

        
        
         
         

                                                             (3) 

ЦФ определяется как оставшееся незанятое пространство внутри контейнера. Чтобы 
конкретизировать достижение ЦФ введем коэффициент раскроя К, который будет рас-
считываться согласно следующей формуле: 

k=    
 
   

    
,                                                               (4) 

где Si – площадь i-того объекта расположенного на поверхности поля (суммарная пло-
щадь занятой части), Sобщ – общая площадь поля. После размещения всех фигур контей-
нер будет содержать незанятую ими область. Для подсчета эффективности результатов 
решения задачи этого следует выделить деловой отход рис. 3.  

 
Рис. 3. Выделение делового отхода 

Деловой отход – остаточное незанятое пространство контейнера, который исполь-
зуется при подсчёте КИМ (коэффициент использованного материала), он будет вычтен 
из Sобщ. Деловым отходом является наибольшая прямоугольная площадь свободного лис-
та [9, 10, 13]. Для того чтобы оценить качество полученного в результате решения задачи 
расчётного коэффициента, необходимо знать его теоретически максимальное значение, 
поскольку во многих случаях достижение КИМ = 0 невозможно. Зная это значение, и 
сравнив его с полученным, при решении задачи, можно сделать вывод о качестве полу-
ченного раскроя. Если коэффициент при одном решении равен 0.5, а при другом 0.4, то, 
последний будет являться более эффективным расположением фигур, поскольку занятое 
при таком расположении место в контейнере минимально.  

Архитектура комбинированного поиска используется для решения задач конст-
рукторского проектирования, при ее использовании применяется распараллеливание 
процесса поиска, с целью уменьшения размерности задачи [14]. Использование комбини-
рованной логики позволяет сокращать временные затраты и получать оптимальные и 
квазиоптимальные результаты за полиномиальное время. Предлагается архитектура ком-
бинированного поиска рис. 4, включающая в себя модифицированный генетический ал-
горитм (МГА) [3, 4, 15–17] и модифицированный алгоритм пчелиной колонии (МАПК) 
[18–21].  
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Рис. 4. Укрупненная схема архитектуры поиска 

МГА быстрее работает с большой размерностью данных, позволяя оперативно от-
сеять заведомо неоптимальные решения. Алгоритм пчелиной колонии содержит доста-
точно развитую ролевую реализацию и ориентирован на улучшение качества решений, 
но хуже справляется с большой размерностью. Таким образом архитектура продолжает 
работу до тех пор, пока не будет достигнут критерий останова или исчерпан лимит числа 
итераций.  

Рассмотрим работу архитектуры поиска поэтапно. В первом блоке задается размер 
популяции и число итераций цикла. Во втором блоке инициализируется цикл по алго-
ритмам либо МГА, либо МАПК (модифицированный алгоритм пчелиной колонии). Да-
лее в третьем блоке происходит генерация стартовой популяции, после чего в четвёртом 
блоке определяется алгоритм, который будет использоваться на текущей итерации цикла. 
Выбор алгоритма в ходе работы на каждой итерации происходит на основании размерно-
сти алгоритма, если по ЦФ МГА становится слабо эффективен и блок анализа перспек-
тивных решений регистрирует, что прирост по ЦФ упал ниже 5%, то выбирается МАПК. 
После выхода из цикла производится вывод наилучшего решения. 

Предлагаемая архитектура поиска имеет следующие преимущества: 
 Позволяет находить наиболее оптимальные решения за приемлемое время. 
 Использует модифицированный генетический алгоритм, эффективность которо-

го выше с учетом большой сложности рассматриваемой задачи, при умеренных 
временных затратах. 

 Использован продвинутый роевой алгоритм, обеспечивающий высокое качество 
решений.  

 Работа поиска происходит не с одним решением, а с множеством альтернатив-
ных решений. 
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Модифицированный генетический алгоритм – это алгоритм, основанный на ме-
ханизмах натуральной селекции и генетики, направленный на поиск квазиоптимальных 
решений с помощью наследования и усиления полезных свойств [3, 4, 16]. Генетические 
алгоритмы являются случайно – направленными методами перебора множества решений, 
которые используются для решения NP-полных задач. Для улучшения работы генетиче-
ского алгоритма, предлагается, дополнить базовую архитектуру блоками «Эволюцион-
ной адаптации» и «Анализа перспективности решений. Будут использованы следующие 
механизмы отбора: наследование «Благоприобретенных признаков» и «Выживание силь-
нейших». Как итог получаем архитектуру модифицированного генетического алгоритма 
(МГА) рис. 5. 

Начало

Конец

Формирование 
начальной 
популяции

Оценка 
приспособленности

Создание новой 
популяции

Эволюционная 
адаптация

Анализ 
перспективности

Селекция 
популяции

Применение 
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Рис. 5. Архитектура модифицированного ГА 

Модифицированный алгоритм пчелиной колонии. Представляет собой метаэв-
ристический мультиагентный алгоритм, реализующий роевую модель поведении пчел 
[4–8, 18–21]. Агенты определяются следующими ролями: пчелы-фуражиры (рабочие) и 
пчелы-разведчики. Основная механика работы заключается в том, что пчела-разведчик, 
найдя участок с нектаром с помощью танца сообщает об этом улью, после чего пчелы-
фуражиры летят к участку. Рассмотрим работу алгоритма пчелиной колонии поэтапно. 
Сначала вводятся стартовые параметры: количество рабочих пчел, число пчел-
разведчиков на элитных участках, общее число участков, число элитных участков, раз-
мер участков и время работы. Далее происходит генерация участков для последующего 
поиска. Производится оценка решений, расчет целевой функции (ЦФ). Количество нек-
тара на источнике обратно пропорционально ЦФ. Затем определяются лучшие участки, и 
фуражиры отправляются для их исследования. На следующем шаге свободные пчелы 
разведчики осуществляют случайный поиск участков, на которых производится локаль-
ный поиск. Для улучшения работы базовая структура алгоритма дополняется блоком 
«Анализа тенденции качества получаемых решений», который следит за тем, насколько 
сильно в сравнении с прошлыми итерациями получен прирост в ЦФ. После чего идет 
расчет полезности участка, по количеству нектара. В конце по достижению критерия ос-
танова алгоритм завершает работу и выводит наилучшее решение. На рис. 6 представле-
на схема реализации алгоритма роя пчел. 
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Рис. 6. Схема алгоритма модифицированного алгоритма пчелиной колонии 

Вычислительный эксперимент. Для подтверждения эффективности разработанного 
решения был разработан программный продукт, имплементирующий предложенную архи-
тектуру. Продукт разработан на языке программирования C++, использовалась среда раз-
работки Microsoft Visual Studio Code. При помощи данного программного продукта прове-
ден вычислительный эксперимент на наборе бенчмарок [22] зависимости ЦФ от размерно-
сти задачи. Результаты проведенных исследований представлены в табл. 1 и на рис. 7. 

Таблица 1 
Сравнение гибридного алгоритма с ГА и АСВ 

Количество блоков ГА АПК Предлагаемый подход 

50 0,55 0,72 0,72 
250 0,53 0,64 0,68 
500 0,51 0,6 0,66 
750 0,49 0,5 0,6 

1000 0,46 0,43 0,57 
Среднее значение 0,51 0,58 0,64 

 
Рис. 7. Гистограмма сравнения эффективности разработанного подхода 
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Заключение. В данной статье рассмотрена задача двумерной упаковки геометриче-
ских фигур сложных форм. Дана постановка задачи. Описаны характерные особенности 
рассматриваемого подтипа задачи. Предложена архитектура комбинированного подхода 
к решению данной задачи. Приведена схема работы архитектуры, дано ее пояснение. 
Разработан модифицированный генетический алгоритм, в котором использован блок 
анализа перспективности решений. А также использован алгоритм пчелиной колонии. 
Для измерения эффективности был написан программный продукт, в котором для поиска 
решения задачи используется предложенная архитектура поиска. Для его разработки ис-
пользовался язык программирования C++, программа написана в среде разработки Mi-
crosoft Visual Studio Code. С помощью данного ПО был проведен вычислительный экспе-
римент. По результатам эксперимента сделан вывод о том, что предложенная архитекту-
ра справляется вне зависимости от размерности на 6.6% лучше нежели обычный алго-
ритм пчелиной колонии и на 13% лучше обычного генетического алгоритма. Вычисли-
тельный эксперимент позволяет сделать вывод об эффективности использования данного 
подхода для решения задачи двумерной упаковки геометрических фигур сложный форм. 
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С.Н. Мелешкин, И.Б. Силес 

ИССЛЕДОВАНИЕ МОДИФИЦИРОВАННЫХ АЛГОРИТМОВ С ПОВОРОТОМ 

СИГНАЛЬНОГО СОЗВЕЗДИЯ В СТАНДАРТЕ DTMB НА БАЗЕ SIMULINK 

МОДЕЛИ В СРЕДЕ MATLAB 

Рассматриваются модифицированные алгоритмы с поворотом сигнального созвездия приме-
ненные в стандарте цифрового наземного телевизионного мультимедийного вещания принятом на 
Кубе. По сравнению с использованием созвездий без поворота, эти алгоритмы дают значительное 
увеличение производительности системы в сложных условиях приема, с индустриальными помехами 
и низким соотношением сигнала к шуму. В данной работе проведен анализ влияния угла и направле-
ния поворота сигнального созвездия на устойчивость системы цифрового наземного телевизионного 
мультимедийного вещания. Основной целью данной работы является анализ влияния угла и направле-
ния поворота сигнального созвездия на устойчивость системы цифрового наземного телевизионного 
мультимедийного вещания. Для исследования была разработана собственная архитектура системы 
цифрового наземного телевизионного мультимедийного вещания, принятая на Кубе, реализованная в 
Simulink в среде Matlab. Указанная Simulink модель позволяет проводить анализ зависимости 
коэффициента битовых ошибок от значения белого гауссовского шума для различных конфигураций 
системы. В исследованиях широко применяется модель аддитивного белого гауссовского шума, ко-
торый подмешивается к сформированному сигналу. Предложенные модификации позволяют вести 
прием цифрового наземного телевизионного мультимедийного вещания в каналах без замираний при 
равных значениях коэффициента битовых ошибок для всех анализируемых случаев. При этом, для 
получения существенного выигрыша от поворота созвездия, порядка семи децибел, квадратурные и 
синфазные компоненты предлагается передавать на разных поднесущих и в разные моменты време-
ни. В схеме с поворотом сигнального созвездия, квадратурную компоненту нужно передавать не на 
той же самой поднесущей, а с задержкой и на другой поднесущей. Тогда из одной квадратурной 
амплитудной модуляции получается фактически две амплитудные двоичные модуляции в синфазной 
и квадратурной проекции, которые передаются на независимых поднесущих, и поражаются поме-
хами по-разному, что обеспечивает надежность демодуляции при более низких значения соотноше-
ния сигнала к шуму и воздействии индустриальных помех. Недостатком алгоритма является недос-
таточное противодействие зашумлению гауссовским шумом. 

Цифровое наземное телевизионное мультимедийное вещание; Matlab; Simulink; сигнальные 
созвездия; аддитивный белый гауссовский шум; коэффициент битовых ошибок; модуляция; 
кодирование. 
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