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А.О. Новиков, Э.И. Ватутин, С.И. Егоров, В.С. Титов 

ИССЛЕДОВАНИЕ АЛГОРИТМА ДАББАГЯНА-ВУ ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ 
НЕЦИКЛИЧЕСКИХ ПАНДИАГОНАЛЬНЫХ ЛАТИНСКИХ КВАДРАТОВ  

Рассматривается математическая модель и базирующийся на ней алгоритм Даббагяна-Ву, 
предназначенный для построения нециклических пандиагональных латинских квадратов. Показано, 
что из-за высокой вычислительной сложности и факта существования других разновидностей 
пандиагональных квадратов, применение классических алгоритмов, таких как полный перебор и 
циклических сдвигов, недостаточно для построения полного перечня пандиагональных латинских 
квадратов. Этим подтверждается цель работы – исследование и экспериментальная апробация 
математических моделей и алгоритмов, предназначенных для задачи построения за приемлемое 
время. Здесь производится исследование алгоритма, представленного Даббагяном В. и Ву. Т, ко-
торый предназначен для построения пандиагональных латинских квадратов простых порядков p, 
определяемых выражением p=6n+1. Можно сказать, что он является модификацией алгоритма 
циклического построения. То есть, позволяет получить из исходного циклического квадрата пан-
диагональный нециклический. Преобразование выполняется путем циклических сдвигов в опреде-
ленных ячейках в каждой строке исходного квадрата. Была разработана программная реализация 
алгоритма Даббагяна-Ву. Результат экспериментов подтвердил корректность предложенной 
Даббагяном В. и Ву. Т. методики построения. Таким образом, для порядка 13 удалось найти 72 
уникальных квадрата. К тому же, проведена попытка построения для порядка, не являющегося 
нечетным простым числом, например 25. В данном случае удалось получить 4 корректных пан-
диагональных латинских квадрата. Путем дополнительных преобразований полученных наборов 
увеличить количество квадратов, так, для порядка 13 коллекция расширена до 1570, а для 25 – до 
210. Исследование позволило углубленно ознакомиться с алгоритмом Даббагяна-Ву и сделать вы-
вод о его особенностях – к достоинствам относится его относительно низкая вычислительная 
сложность, а к недостаткам – полноценная корректность построений только для нечетных про-
стых порядков. Полученные наборы квадратов в дальнейшем будут задействованы для получения 
их числовых характеристик при помощи распределенных вычислений. 

Пандиагональные латинские квадраты; нециклические латинские квадраты; циклический 
сдвиг; построение; алгоритм; математическая модель; вычислительная сложность. 

A.O. Novikov, E.I. Vatutin, S.I. Egorov, V.S. Titov 

RESEARCH OF THE DABBAGHIAN-WU ALGORITHM FOR CONSTRUCTING 
NON-CYCLIC PANDIAGONAL LATIN SQUARES 

In this paper we consider a mathematical model and the Dabbaghian-Wu algorithm based on it, designed 
to construct non-cyclic pandiagonal Latin squares. It is shown that due to the high computational complexity 
and the fact of existence of other varieties of pandiagonal squares, the application of classical algorithms, such 
as brute force and cyclic shifts, is insufficient to construct a complete list of pandiagonal Latin squares. This 
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confirms the purpose of the work – the research and experimental approbation of mathematical models and 
algorithms for the task of construction in an acceptable time. We perform research of the algorithm presented by 
Dabbaghian and Wu, which is intended for constructing pandiagonal Latin squares of prime order p, defined by 
the expression p=6n+1. It is a modification of the cyclic construction algorithm and allows to obtain a 
pandiagonal non-cyclic square from the original cyclic square. The conversion is done by cyclic shifts in specific 
cells in each row of the original square. A software implementation of the Dabbaghian-Wu algorithm was de-
veloped. The results of the experiments confirmed the correctness of the construction methodology proposed by 
Dabbaghian and Wu. Thus, for order 13, 72 unique squares were found. In addition, an attempt was made to 
construct for an order that is not an odd prime number, for example 25. In this case, it was possible to obtain 4 
correct pandiagonal Latin squares. By additional conversions of the resulting sets, increase the number of 
squares, so for order 13 the collection is expanded to 1570, and for 25 to 210. The research made it possible to 
research the Dabbaghian-Wu algorithm in depth and draw a conclusion about its features, the advantages in-
clude its relatively low computational complexity, and the disadvantages are the full correctness of the construc-
tions only for odd prime orders. The resulting sets of squares will be used in the future to obtain their numerical 
characteristics using distributed computing. 

Pandiagonal Latin squares; non-cyclic Latin squares; cyclic shift; construction; algorithm; mathe-
matical model; computational complexity. 

Введение. В комбинаторике довольно широко известна структура, называемая ла-
тинским квадратом [1, 2].  

Одним из редких типов латинских квадратов, представляющих научный интерес, 
являются так называемые пандиагональные латинские квадраты (далее по тексту – 
ПДЛК, PDLS). Они определяются следующим образом: латинский квадрат порядка N 
является пандиагональным, если элементы каждой строки, каждого столбца, главной и 
побочной диагонали, параллельных им ломаных диагоналей образуют множества, рав-
ные   , где"   =         . Ломанная k-я диагональ, параллельная главной диагонали, 
определяется как множество элементов квадрата 

                                 
а побочная ломанная k-я диагональ, параллельная побочной диагонали (ломаная k-я ан-

тидиагональ), как 

                                   
где x – ячейка латинского квадарата. Иными словами, в ПДЛК все ломаные диагонали и 
антидиагонали являются трансверсалями [1].  

Известно, что ПДЛК существуют только для нечетных порядков, не кратных 3 [2].  
Множество всех латинских квадратов заданного типа и порядка N, в том числе 

множество всех пандиагональных ЛК, генерируются при помощи алгоритма полного 
перебора, но за счет чрезмерно большой вычислительной сложности его применение на 
практике возможно только для порядков      с рядом алгоритмических особенностей 
и оптимизаций соответствующих параллельных и/или распределенных программных 
реализаций [3–6].  

Это обусловлено тем, что далее с ростом размерности задачи происходит так назы-
ваемый «комбинаторный взрыв», вычислительная сложность резко возрастает и построе-
ние ЛК для больших   данным методом попросту невозможно за приемлемое время. 

Таким образом, задача исследования и разработки алгоритмов для построения 
ПДЛК больших порядков является актуальной. 

Постановка задачи. Известно, все ПДЛК порядков      являются циклически-
ми, чего нельзя сказать о порядках     , поэтому для      генерация может быть 
выполнена при помощи алгоритма, базирующегося на циклических сдвигах строк фор-
мируемого квадрата и обладающего полиномиальной временной асимптотикой. Данный 
алгоритм описывается следующим образом: пусть K – циклический латинский квадрат 
порядка N, где значение каждой его ячейки выражается как 

                   
где               – ячейки латинского квадрата,   – величина циклического сдвига [7]. 
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К. Вик доказал, что полученный таким методом квадрат является пандиагональным 
в том случае, когда величина сдвига   равна         [3, 4] (для     получаемый 
ЛК является некорректным ввиду того, что все его строки совпадают, для     и 
      получаемые квадраты являются циклическими ЛК, но не ДЛК и не ПДЛК вви-
ду наличия дублирующихся значений на главной и побочной диагонали соответственно). 

По формуле видно, что асимптотическая временная сложность данного алгоритма 
определяется как                   . 

На рис. 1 представлен пример латинского квадрата порядка 11, который является 
циклическим и пандиагональным. 

 
Рис. 1. Пример циклического пандиагонального латинского квадрата порядка 11  

для значения λ=2 

Из рисунка видно, что строки квадрата получены при помощи циклического сдвига 
предыдущей строки на величину  , а все столбцы – циклическим сдвигом предыдущего 
столбца на некоторую величину   , ввиду чего в некоторых источниках подобные квад-
раты называются дважды циклическими. Между значениями величин   и    для заданно-
го порядка квадрата N имеется взаимно однозначное соответствие. 

Для порядков      помимо циклических существуют также другие разновидно-
сти ПДЛК с определенными свойствами, например полуциклические и нециклические 
квадраты [8].  

Полуциклический латинский квадрат определяется следующим образом: либо все 
строки i являются циклическими перестановками первой строки на некоторое значение 
  , либо столбцы j являются циклическими перестановками первого столбца на некоторое 
значение    , но не одновременно [6]. 

В нециклическом латинском квадрате ни его строки, ни его столбцы не является 
циклическими сдвигами первой строки и столбца соответственно. 

Из вышеописанного можно сделать вывод о том, что применение данного алгорит-
ма также недостаточно для построения полного перечня ПДЛК порядков     .  

Задачей исследования методик генерации ПДЛК занимались такие ученые как 
А.О.Л. Аткин, Л. Хэй, Р.Г. Ларсон, Дж. Белл, Б. Стивенс, В. Даббагян, Т. Ву, А. Хедаят, 
А. Стоффель, К. Вик [8–14].  

Алгоритм формирования всех ПДЛК с приемлемой временной сложностью неиз-
вестен, ввиду чего на практике известен ряд частных решений данной задачи, сводящих-
ся к получению ПДЛК некоторых типов [15, 16]. 

Метод решения. Одно из решений данной проблемы было найдено В. Даббагяном 
и Т. Ву – ими была предложена математическая модель и алгоритм построения нецикли-
ческих ПДЛК простых порядков       , где m – целое положительное число  
[11, 14]. Данный алгоритм опирается на теорию модульной арифметики и, по сути, пред-
ставляет собой модификацию метода построения при помощи циклических сдвигов [7]. 
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Алгоритм Даббагяна-Ву позволяет построить нециклический ПДЛК порядка p из 
исходного циклического ПДЛК и состоит из нескольких этапов [14]. 

1. Сперва необходимо найти неупорядоченные пары целых чисел a и b, 
             ,    , такие, что выполняется следующее сравнение по модулю: 

                  
2. Для каждой найденной пары чисел a и b необходимо найти значение c = a – b и 

такое l, что 
                   

3. Для каждой пары a и b найти 6 пар целых чисел   и u таких, что 

  [ ]

        
              

 
                    

1 1
, , , , ,1 ,
3 3

, mod .

, 1 , ,1 , , 1

b a a b a b

a b a b b a
u p

a b b b

a b a a

 

Говоря иначе, следует решить 6 пар сравнений по модулю: 
              

Перепишем задачу согласно данной формуле: 

 

  

  

  

  

 

 

[ ]

,3 1 ,

,3 1 ,

,1 1 ,
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,1 1

a b b a u
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b a a b u
u p

a b a b u

a b u

a b u














     
 
    
 

    
 

     
 

   
 

   

 

4. Построить исходный циклический ПДЛК K порядка p согласно выражению для 
каждой величины сдвига   из полученного набора. 

5. В каждой i-ой строке,            , циклического ПДЛК необходимо поме-
нять местами значения в определенных ячейках по следующим правилам: 

               

                        

                          

                    

                  

                            

                             

                      
При выполнении вышеописанных этапов формируется корректный нециклический 

ПДЛК [14, 15]. 
Рассмотрим данный алгоритм на примере. Возьмем порядок построения p = 13 = 2·6+1. 
Сперва выполняется поиск пар значений      , удовлетворяющих выражению. Для 

порядка 13 полученный набор представлен ниже: 

 

                               
                          

                    
   

Для дальнейших преобразований в качестве примера используется            .  
В данном случае l = 1,              
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Далее выполняется поиск значений       согласно выражениям. Паре             
соответсвует следующий набор      : 

 
                   
                   

   

Следующим шагом выполняется построение исходного циклического квадрата по 
выражению. Для примера             . Полученный таким образом циклический 
квадрат представлен на рис. 2. 

 
Рис. 2. Циклический ПДЛК порядка N=13 и величиной сдвига λ=7 

Теперь необходимо выполнить преобразования каждой i-ой строке,            , 
циклического ПДЛК по выражениям. 

Для строки i = 0. 

             
                
                
                
             
                
                
                

Аналогичные преобразования выполняются и для остальных строк квадрата. На-
пример, для второй строки (i = 1) получим: 
              

                 
                 
                
             
                
                
                

Остальные строки квадрата обрабатываются таким же образом. В результате преоб-
разований построен нециклический ПДЛК, который представлен ниже (рис. 3). 
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Рис. 3. Нециклический ПДЛК, полученный при помощи преобразований 

Первая часть преобразований строк фактически выполняет циклическое перемеще-
ние вправо записей ячеек, которые определяются уравнениями замен. Соответственно, 
вторая часть отвечает за циклический сдвиг влево определенных ячеек в квадрате.  
То есть, циклически перемещаются только значения в указанных индексах, при этом ос-
тальные ячейки строки квадрата не изменяются. 

Процесс подробно изображен на рис. 4. 

 
Рис. 4. Преобразования в строках квадрата в виде циклических сдвигов определенных 

ячеек (на примере первой и второй строки квадрата) 

Данные преобразования в строках представлены на рис. 5 ниже. Циклическим сдви-
гам влево и вправо соответствует определенный рисунок штриховки в ячейках. 

 
Рис. 5. Циклические сдвиги в строках латинского квадрата 
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После выполнения смещения ячеек изменяются значения в определенных столбцах 
квадрата, при этом одно из них отсутствует, а другое дважды повторяется за счет сдвигов. 
К тому же, аналогичное явление возникает и на соответствующих ломаных диагоналях.  

В столбцах данные нарушения исправляются при помощи циклического сдвига вле-
во ячеек в тех строках, где имеется несоответствие. После выполнения в первой строке 
циклического сдвига вправо одно число повторяется дважды, а другое отсутствует, как 
видно, это относится и к столбцам, и к ломаным диагоналям. При сдвигах значений ячеек 
влево в последующих строках, где обнаружено удвоение, устранятся данное противоре-
чие. К примеру, после замен в строке i = 1 исчезает цифра 7, дважды повторяющаяся в 
столбце j = 0 [14]. 

По ломаным диагоналям нарушение исправляется тем же видом сдвига, которым 
оно и вызвано. Например, удвоения на ломаных главных и побочных устраняются при 
совершении сдвигов вправо в строках, где они были зафиксированы. 

В свою очередь, выполнение сдвигов далее также вызывает такие же нарушения в 
столбцах и ломаных диагоналях, которые, по аналогии, исправляются новыми сдвигами. 
То есть, в процессе преобразований в строках происходит пошаговое исправление оши-
бок, вызванных предыдущими смещениями. После выполнения смещений во всех стро-
ках исходного квадрата будет построен нециклический ПДЛК. Поэтапная карта преобра-
зований при помощи сдвигов показана на рис 6 и 7.  

 
Рис. 6. Карта пошаговых преобразований исходного циклического квадрата 
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Рис. 7. Итоговая карта преобразований для анализируемого ПДЛК 

Следует отметить, что построение квадрата единственным образом определяется 
набором пар параметров       и соответствующим каждой такой паре значений набором 
     , то есть, для каждой связки этих переменных ПДЛК является уникальным [14]. 

Несложно показать, что зависимость количества M генерируемых алгоритмом не-
циклических ПДЛК от их порядка p определяется следующим образом: 

          
Например, для порядка 13 можно построить 72 уникальных ПДЛК. 
Вычислительную сложность алгоритма Даббагяна-Ву можно представить так: 

                                     
Рассмотрим каждый элемент выражения: 
6 – количество параметров u, которые достаточно вычислить единожды, их значе-

ния зависят только от порядка p; 
       – подбор пар параметров a, b и соответствующих им параметрам c, l; 
      – для построения ПДЛК берется каждая из подобранных пар a, b; 
6 – для пары a, b подбирается 6 значений величин сдвига  ; 
   – для каждой величины сдвига   строится исходный циклический латинский 

квадрат; 
     – для каждого исходного циклического квадрата во всех строках выполняется 

цепочка преобразований. 
При работе алгоритма затраты памяти, зависящие от размерности задачи, связаны 

лишь с хранением формируемого квадрата и составляют величину          
Результаты и обсуждение. В ходе исследования выполнена программная реализа-

ция вышеописанного алгоритма. Для порядка p=13 удалось найти 72 нециклических 
ПДЛК, для p=19 – 108, что соответствует выражению (10). 

Для нечетных порядков, не являющихся простыми и не удовлетворяющих условию 
       также возможно построение нециклических ПДЛК. Однако часть результа-
тов является некорректной, другая часть удовлетворяет условиям пандиагональности и 
нецикличности. На рис. 8 и 9 показаны примеры построений. 

Для порядка 25 было найдено 4 ПДЛК, которые удовлетворяют условиям. 
Была проведена попытка построения ПДЛК других нечетных порядков, определяе-

мых как p=2k+1. Результат, показывающий количество верных построений в зависимо-
сти от порядка представлен ниже в виде числового ряда: 
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Рис. 8. Некорректный ПДЛК порядка 25 

 
Рис. 9. Корректный ПДЛК порядка 25 

К тому же, при помощи следующих преобразований набора построенных нецикличе-
ских ПДЛК порядка 13 удалось увеличить их количество до 1570 уникальных квадратов: 

 поворот ПДЛК на углы, кратные 45; 
 внесение в исходный набор циклических диагональных латинских квадратов; 
 внесение в набор повернутых полуциклических диагональных латинских квадратов; 
 преобразование в виде отражения и транспонирования ПДЛК; 
 вращение на тороидальной решетке    способами [16, 17]. 
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Ход расширения коллекции ПДЛК порядка 13 путем описанных преобразований 
можно представить таким образом: 

                           
Аналогичные действия были проведены для порядков 19 и 25. Следует указать, что 

для порядка p=25 не было проведено внесение полуциклических латинских квадратов 
ввиду сложности их построения для данного p. 

Расширение коллекции ПДЛК порядка 19: 
                                  

Для порядка 25: 
             

Данные преобразования позволили найти нижние оценки количества ПДЛК в чи-
словой последовательности OEIS A338620: 

            
              
           

Найденные нижние оценки количества ПДЛК позволяют оценить масштабы и эф-
фективность применения исследуемого алгоритма Даббагяна-Ву и представленных выше 
преобразований полученных коллекций. Описанные методы могут быть использованы 
для поиска новых решений на бо льших порядках. 

Анализ результатов указывает на потенциал для дальнейших исследований, направ-
ленных на более точное определение общего количества ПДЛК и исследование их 
свойств. 

Выводы. Таким образом, в статье была проведена апробация алгоритма Даббагяна-
Ву для построения нециклических пандиагональных латинских квадратов, разработанная 
программная реализация и экспериментальные исследования с ее использованием под-
твердили корректность рассмотренных выше математических построений. 

Стоит отметить, что к достоинствам алгоритма Даббагяна-Ву можно отнести его 
относительно низкую вычислительную сложность, а к недостаткам – полноценную кор-
ректность построений только для нечетных простых порядков, удовлетворяющих выра-
жению       , где m – целое положительное число. 

В перспективе планируется дальнейший анализ пандиагональных латинских квад-
ратов, расчет их числовых характеристик при помощи распределенных вычислительных 
систем на базе грид-технологий, исследование других математических моделей, методов 
и алгоритмов для их построения [18–20]. 
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